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SUR 
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Par  m.   V.-V.  C41JMS. 


Les  recherches  dans  lesquelles  un  s'occupe  des  directions  de  diverses 
droites  dans  l'espace  atteignent  la  plupart  du  temps  un  très-haut  degré  de 
clarté  et  de  simplicité,  quand  on  recourt  à  l'emploi  d'une  surface  sphérique 
décrite  avec  un  rayon  =  1  autour  d'un  centre  arbitraire,  et  dont  tous  les 
points  sont  censés  représenter  les  directions  de  droites  parallèles  aux 
rayons  terminés  k  ces  points.  Et  comme  la  position  de  tous  les  points  dans 
l'espace  se  détermine  par  trois  coordonnées,  qui  sont  les  distances  à  trois 
plans  fixes  perpendiculaires  entre  eux,  il  faut  considérer  avant  tout  les  di- 
rections des  axes  per|)endiciilaires  à  ces  plans  ;  nous  noierons  ainsi  (t),  (a), 
(3),  les  points  de  la  surface  sphérique  qui  représentent  ces  directions  :  il  est 
clair  que  la  distance  de  ces  points,  deux  à  deux,  sera  un  quart  de  cercle. 
Nous  supposerons  d'ailleurs  que  les  directions  dont  il  s'agit  sont  celles  qui 
se  rapportent  aux  coordonnées  positives. 


II. 


Il  lie  .sera  pas  iiiiilile  île  ra[»[icler  ici  eerlaiiies  ]iiii[i(isili(iiis  qui  soiil  d'un 
usage  fréquent  dans  les  (jueslioiis  de  ce  genre. 

I.  L'angle  de  deux  droites  qui  se  e(ju[)ent  a  pour  mesure  l'arc,  compris 
entre  les  points  quicorrespoiidenlà  leur  direction,  sur  la  surface  sphérique. 

i.  L'orientation  d'un  plan  donné  dans  l'espace  |ieut  être  représentée  par 
un  grand  cercle  de  la  surface  sphérique  doiil  le  plan  serait  parallèle  au 
plan  donné. 

3.  L'angle  de  deux  plans  est  équivaleni  à  l'angle  sphérique  compris  entre 
les  grands  cercles  ipii  les  représentent,  et  a,  par  conséquent,  aussi  pour 
mesure  l'arc  compris  entre  les  pôles  de  ces  grands  cercles.  Kt  de  là  il  suit 
que  l'inclinaison  d'une  droile  sur  un  plan  est  mesurée  par  l'arc  de  grand 
cercle  mené  normalement  du  point  (lui  correspond  à  la  direction  de  la 
droite,  au  grand  cercle  qui  représente  l'orientation  du  plan. 

i.  Soient  x,  y,  :,  x',  y',  :',  les  coordonnées  de  deux  points,  r  leur  dis- 
tance, et  L  le  point  qui,  sur  la  surface  sphérique,  représente  la  direction  de 
la  droile  menée  du  premier  point  au  second,  on  aura 

x'  =  X  -{-  r  cos  (1)  L, 

y'  =  y  +  >'  cos  (2]  L,         •  ■ 

-'  =  :-\-  r  cos  (3)  L. 

o.  De  la  il  résulte  immédiatement  qu'on  a  généralement, 

cos-  (1  )  L  +  cos^  (21  L  +  cos-  (3)  L  =  1 , 

et  aussi,  en  considérant  un  aulre  point  quelconque  L'  sur  la  surface  sphé- 
rique, 

cos  (1)  L.cos  (DL'  +  cos  [i]  L.  cos  (2)  L  +cos  (3)  L.  cos  (3)  L  ==  cos  LL'. 
().  Théorème.  Soient  L,  L',  L  ,  L  ",  (/uatrc  poinlssiif  la  surface  sphé- 
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rique,  et  A  l'angle  que  les  arcs  de  grand  cercle  U.\  I/F/"  formrnl  eu 
leur  point  d'intersection,  on  a^ira 

cos  LL".  cos  h'L'  —  cos  Ll/  '.  cos  L'L"  =  sin  LL'.  sin  l/'(,'".  cos  A. 

Démonstration.  Appelons  aussi  A  le  point  ilintersection  hii-mênie,  et 
soit  posé 

Ah  =  t,   Ai;==r.   AL"  =  r',   Ai;'=r'; 

Nous  aurons  (*) 

cos  LL"  =  cos  t.  cos  /"  +  sin  t.  sin  /"  cos  A, 
cos  LL"  =  cos  t'  cos  /"  +  sin  t'  sin  l'"  cos  A, 
cos  LL"  =  cos  t  cos  t'"  -r  sin  t  sin  t'"  cos  A, 
cos  L'L"  =  cos  t'  cos  r'  +  ^i"  '  •'^''>  '    ''Os  A  ; 

et  par  suile 

cos  LL".  cos  L'L"'  —  cos  LL".  cos  L'L" 

[        cos  t  cos  /  "  sin  t'  sin  t'" 
=  cos  A     +  cos  /'  cos  t'"  sin  t  sin  t"  —  cos  t  cos  /'"  sin  t'  sin  /" 

[  —  cos  /'  cos  /  "  sin  t  sin  t'" 
=  cos  A  (cos  t  sin  t'  —  sin  t  cos  i')  (cos  t"  sin  «'"  —  sin  t"  cos  ï'") 
=  cos  A.  sin  [f  —  t}.  sin  [t'"  —  t") 
=  cos  A.  sin  LL'.  sin  L'L"'. 

Du  reste,  comme  il  y  a  i)onr  chaque  grand  cercle  deux  branches  partant 
du  peint  \,  ces  deux  branches  forment  en  ce  point  deux  angles  dont  la 
somme  est  180°  ;  mais  notre  analyse  montre  qu'il  faut  adopter  les  branches 
qui  correspondent  au  sens  des  directions  LL'  et  L'L'",  et  comme  les  deux 
grands  cercles  se  coupent  en  deux  points,  on  voit  aisément  qu'il  est  iu- 
dilïérenl  de  choisir  l'un  ou  l'autre  de  ces  points.  On  peut  aussi,  à  la  place 
de  l'angle  A,  employer  l'arc  compris  entre  les  pôles  des  grands  cercles  dont 
les  arcs  LL',  L  "L  "  font  partie  ;  mais  il  est  clair  que  ces  pôles  doivent  avoir 

(*)  Par  la  formule  bien  connue  qui  lie,  dans  un  triangle  sph(Tiqne,  l'un  de?  trois  angles 
aux  trois  côtés  du  triangle  —  E.  15. 


s 

lespt.'clivemenl  la  même  silualion  par  lapport  à  leurs  arcs,  c'esl-k-dire  que, 
peiidanl  qu'on  inarche  de  l>  vers  I.'  nu  de  L"  vers  I." ,  cliamn  des  deux  pôles 
doil  t"'lre  du  même  côté,  soit  à  droite,  soit  ii  gauche. 

7.  Soient  L,  1/,  L'  trois  points  sur  la  surface  sphériqup,  et  posons,  pour 
abréger, 


cos  (1)  L  =j-, 

cos  {i]  I, 

=  ?y. 

cos  es)  i  =  z. 

cos  (1)  L'  =,r'. 

cos  (i)  j; 

=  .v', 

cos  (3)  i;  =  r' 

cos  (1)  I/'  =  .r". 

cos  (2)  \: 

'  =-=  .'/■■. 

cos  (31  l   =  :r" 

posons  aussi 

XII  z"  +  j-'  /y"  r  +  J-"  //;■  —  .ry'  z'  —  x  yz"  —  x"  y'  z=  ^. 

Désignons  par  /  l'un  des  pôles  du  grand  cercle  dont  l'arc  LL  fait  partie, 
celui  qui  se  trouve,  par  rapport  à  cet  arc,  placé  comme  le  point  (1)  l'est  par 
rapport  à  l'arc  i-î)  (3).  ^'ous aurons  alors,  d'après  le  théorème  précédent, 

yz'  --  y'  r  =  cos  (1)/..  sin  (2)  (3).  sin  l.l/, 

ou,  à  cause  de  (2)  (3)  =!)0", 

//;'  —  //';  =  ces  (1) /..  sin  LL', 
et  de  même 

2J-' —  2' 3"  =.  cos  (2) /.  sin  LL', 
xy'  —  x  y  =  cos  (3]  /.  siu  LL'. 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par  x"  y"  z",  et  ajoutant,  nous 
obtenons,  au  moyen  du  second  des  théorèmes  rappelés  au  n'5, 

A  =  cos  /  L".  sin  LL'. 

Ici  il  y  a  trois  cas  k  distinguer.  Pi'emièrcmenl,  lorsque  L'  se  trouve  sur 
le  grand  cercle  dont  l'arc  LL  fait  partie,  on  a  >.  L"  =  90'',  et  par  suite  ^  =  0. 
Si  L"  se  trouve  en  dehors  de  ce  grand  cercle,  le  deuxième  cas  sera  celui  où 
L"  est  du  même  côté  que/,  et  le  troisième  cehn  où  L'est  du  côté  opposé: 
dans  ces  deux  cas,  les  points  L,  L',  L"  formeront  un  triangle  sphérique  ; 
leur  disposition  sera  analogue  à  celle  des  points  (1),  (2),  (3)  dans  le  se- 
cond cas,  inverse  dans  le  troisième.  Appelant  simplement  L,  L',  L",  les  an- 


gles  (le  ce  triangle,  p  la  peipeinliculaii'c.inenoe  sur  la  surface  sphérique  ilii 
point  I,  "  sur  le  côté  LL',  on  aura 

sin  1)  =  sin  L.  sin  LL"  =  sin  L'.  sin  L'L",  el  /  L"  =  90°  +  p, 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  second  cas,  le  signe  inférieur  au  Iroi- 
sième.  De  là  nous  concluons 

-f  ^  =  sin  L.  sin  LL'.  sin  LL"  =  sin  L'.  sin  LL'.  sin  L'L" 

=  sin  L' .  sin  LL".  sin  L'L". 

Du  reste  il  est  clair  que  le  premier  cas  peut  être  regardé  coiiiine  compris 
dans  le  second  ou  le  troisième,  el  l'on  jieut  voir  sans  peine  que  l'expression 
±  A  représente  le  sextuple  du  volume  de  la  pyramide  formée  par  les 
points  L,  L',  L"  et  le  centre  de  la  sphère,  et  que,  semblablement,  4-  A  repré- 
sente, en  général,  le  volume  d'une  pyramide  quelconque  comprise  entre 
l'origine  des  coordonnées  el  les  points  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z  ; 
x',y',z'\  .i",y",  z". 

On  dit  qu'une  surface  courbejouit  d'une  courbure  continue  autour  d'un 
de  ses  points  A,  si  les  direrlions  de  toutes  les  droites  qu'on  peut  mener  de 
ce  point  à  tous  les  points  de  la  surface  infmiment  peu  distants  s'éloignent 
infiniment  peu  d'un  seul  et  même  plan  passant  par  le  point  A  ;  ce  plan  est 
alors  ce  qu'on  appelle  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  A.  Que  si  cette 
condition  ne  peut  être  remplie,  pour  un  point  donné,  la  continuité  de  la 
■"■surface  est  interrompue  en  ce  point,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  pour 
le  sommet  d'un  cône.  Les  présentes  reciierches  seront  restreintes  à  des  sur- 
faces ou  à  des  portions  de  surface  telles  que  la  continuité  de  la  courbure 
ne  soit  interrompue  en  aucun  point.  Nous  ferons  seulement  observer  ici  que 
les  méthodes  qui  servent  à  déterminer  la  position  du  plan  tangent  ne  s'ap- 
pliquent pas  aux  points  singuliers  dans  lesquels  la  continuité  de  la  courbure 
est  interrompue,  et  doivent  conduire  à  des  solutions  indéterminées. 
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IV. 


La  posilion  du  plan  langent  peut  être  tiés-coaiinodémenl  représentée  au 
nioven  de  la  posilion  de  la  droite  qui  lui  est  normale  au  [>oint  A,  droite 
qu'on  dit  aussi  être  normale  à  la  surface  elle-même.  Nous  représenterons  la 
direction  de  celte  normale  par  un  point  L  de  la  surface  spliérique  auxiliaire, 
et  nous  poserons 

cos  (  I  )  I,  =  X,       cos  (2)  L  =  V,       cos  (31  L  =  Z  ; 

nous  désignerons  les  coordonnées  du  point  A  par  r ,  y,  z.  Soient,  en  outre, 
x-\-dx,  y  -\-dy,  r  +  d:les  coordonnées  d'un  autre  point  A' sur  la  sur- 
face courbe,  ds  la  distance  infiniment  petite  AA';  soit  enlin  /  le  point  qui, 
sur  la  surface  spliérique,  représente  la  direction  de  l'élément  AA'.  On  aura 

(/,/•  =  ds.  cos  (1)  /.,     dy  —  ds.  cos  [i]  /.,     dz  =  ds.  cos  i_3)  À, 

et  aussi,  puisque  l'on  doit  avoir  /  L  =  IKi", 

X  cos  (1)  /.  -f  Y  cos  (21  /  4-  Z  cos  (3)  >.  =  0. 

La  combinaison  de  ces  éipiations  nous  donne 

X(/.r-j- V(/7/  + Z  (/;=  0. 

H  y  a  deu.x  méthodes  générales  pour  l'élude  des  propriétés  d'une  surface 
courbe.  Dans  la  premUre,  on  se  sert  de  l'équation  entre  les  coordonnées  x, 
y,  z,  (|ue  nous  supposerons  ramenée  à  la  forme  \V  =  (I,  ou  W  sera  foiiclion 
des  indéterminées  x,  y,  z.  Soit  la  difl'érentielle  complète  de  la  fonclion  W, 

dW  =  P  (/./■  +  0  '/,'/  +  ^dz; 
on  aura,  sur  la  surface  courbe, 

Vdx^O  dy-}-Rdz  =  {), 
et,  par  suite, 

p  .  cos  (I)  /  +  0  •  t'os  (2]  À  4-  R  .  cos  (3)  À  =  0. 
Comme  cette  équation,  ainsi  que  nous  l'avons  établi  ci-dessus,  doit  avoir 
lieu  pour  les  directions  de  tous  les  éléments  ds  sur  la  surface  courbe,  on 
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voit  facilement  (lue  X,  Y,  Z,  doivent  être  respectivement  proportionnels  k 
P,  Q,  R,  et  que,  par  suite,  à  cause  de  la  condition  X-  +  Y=  +  Z'  =  1 ,  on 
aura,  soit 

X=.-^L=,      Y  =  ~-^ ,      Z:  '' 


l/p'4-0=+R''  1/P'_(_()'4-R='  l/p^_l_Q«4.R«' 

soil 

X=-.=^L_,     Y=.— -^J .    Z=-        -'^ 


VP-+0*+R'  l/P*+Q'+R'  p/p=4-(»'_)_R« 

Dans  la  seconde  méthode,  on  exprime  les  coordonnées  en  forme  de  fonc- 
tions de  doux  variables  jj  et  7.  Supposons  que  par  la  difïérentiation  de  ces 
fonctions  on  ail 

dx  =  a  dp  +  a'  dq, 

dy  =  b  dp  +  '''  dq, 

dz  =  c  dp  +  f  dq\ 
par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  une  formule  donnée  ci-dessus,  nous 
•obtenons 

[a\  +  b\  +  cl]dp-{-  {a'  X  +  ^'Y  +  C  Z)  dq  =  0. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  des 
différentielles  dp,  dq,  on  aura  évidemment 

aX  +  ^Y  +  cZ  =  0,       ffl'X4-6'Y  +  ^'Z  =  0; 

d"où  nous  concluons  que  X,  Y,  Z  doivent  être  respectivement  proportion- 
nels aux  quantités 

bc—cb,      ra'  —  ac',      ab—ba'. 
Posant  donc,  pour  abréger. 


l-^[bc'—cby+{ca—acy-\-[ab'—bay=zA, 

on  aura,  soit 

bc' —  cb'  ca  —  ac'  ab' —  6a' 


A     '  *-      A     '  •^-      A      ' 
soil 

cb' — bc'  ac' —  ca  ba' —  ab' 

\  — : 1         I — 1 >  A —          . 
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A  ces  deux  inélliodes  générales  se  ratlaclie  une  tioisièinc  méthode,  dans 
latiuelle  l'une  des  coordonnées,  par  exemple  z,  est  exprimée  en  fonction 
(i.^s  deux  autres,  ,r,  y;  cette  méthode  n'est  évidemment  autre  chose  qu'un 
cas  particulier,  soit  de  la  pj'emièrc  méthode,  soit  de  la  seconde.  Oue  si  l'on 
pose 

dz  —  liir  +  Il  d;j, 

on  aura,  soit 


soit 


iy\j^r-+u'  i/1  +  r+w'  i/i  +  /'+M^ 


X^^=L==^    Y=:,-,,=4.=:.    Z=        -' 


i-^]^r-j^ii-'         i/.)  +  /=4_»-^         iy\j^r-+u' 


Les  deux  solutions  qu'on  a  rencontrées  dans  le  §  précédent  se  rappor- 
tent évidemment  à  des  points  opposés  de  la  surface  sphérique,  ou  à  des 
directions  opposées,  ce  qui  s'accorde  avec  la  nature  des  choses,  attendu 
que  la  normale  à  une  surface  courbe  peut  être  menée  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  suivant  la  face  que  l'on  considère.  Oue  si  l'on  veut  distinguer 
entre  elles  les  deux  faces  contiguës  d'une  surface,  et  appeler  l'une  exté- 
rieure et  l'autre  intérieure,  on  pourra  alors  attribuer  aussi  à-^chaque  nor- 
male la  solution  qui  lui  convient,  à  l'aide  du  théorème  développé  au  §  Il 
(7),  où  l'on  a  aussi  établi  un  crUerium  ou  moyen  de  distinguer  une  face 
de  l'aulie. 

Dans  la  première  méthode,  ce  critérium  se  lire  du  signe  de  la  valeur  de 
la  quantité  W.  En  elTet,  généralement  la  surface  W  =  o  séparera  les  ré- 
gions de  l'espace  pour  lesquelles  W  prend  une  valeur  positive  de  celles 
pour  lesquelles  W  devient  négatif.  Du  théorème  que  nous  venons  de  rap- 
peler on  conclut  dès  lors  facilement  que,  si  W  a  une  valeur  positive  du 
côté  de  la  face  extérieure  et  que  l'on  conçoive  la  normale  comme  menée 
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vers  l'extérieur,  il  faudra  adopter  la  première  solution.  Au  reste,  il  sera  fa- 
cile, dans  chaque  cas,  de  décider  si,  pour  la  surface  entière,  la  même  règle 
doit  s'appliquer  eu  égard  au  signe  de  W,  ou  si  la  règle  à  suivre  doit  changer 
d'une  région  de  la  surface  à  une  autre  région;  la  loi  de  continuilé  ne  per- 
mettra d'ailleurs  aucun  changement,  aussi  longtemps  que  les  coefficients 
l\  Q,  R  auront  des  valeurs  finies,  ou  ne  s'évanouiront  pas  tous  ensemble. 

Si  nous  suivons  la  seconde  méthode,  nous  pouvons  concevoir  sur  la  sur- 
face courbe  deux  systèmes  de  lignes  courbes;  l'un  pour  lequel  ;j  est  va- 
riable, q  constant  ;  l'autre  [>our  lequel  q  est  variable,  p  conslani  ;  la  position 
respective  de  ces  deux  lignes,  par  rapport  à  la  face  exlérienro,  doit  décider 
laquelle  des  deux  solutions  il  faut  adopter.  C'est-;i-dire  (|ue  loutes  les  fois 
que  les  trois  lignes  suivantes,  savoir,  la  branche  de  la  ligne  du  premier  sys- 
tème qui,  à  partir  du  point  A,  correspond  à  un  accroissement  de  p,  la 
branche  de  la  ligne  du  second  système  qui,  k  partir  du  même  point  A,  cor- 
respond à  un  accroissement  de  q,  et  la  normale  menée  du  côté  de  la  face 
extérieure,  toutes  les  fois,  disons-nous,  que  ces  trois  lignes  sont  placées  de 
la  même  manière  que  le  sont  eux-mêmes,  à  partir  de  l'origine  des  coor- 
données, les  axes  x,  y,  z  (par  exemple  si,  pour  l'un  et  l'autre  de  ces  deux 
groupes  de  lignes,  on  peut  concevoir  la  première  ligne  à  gauche,  la  seconde 
à  droite,  la  troisième  en  dessus),  alors  on  doit  adopter  la  première  solution  ; 
toutes  les  fois,  au  contraire,  (jne  la  position  respective  des  liois  lignes  sera 
à  l'inverse  de  la  position  respective  des  axes  .r,  y,  :,  la  seconde  solution 
s'appliquera. 

Dans  la  troisième  mèthoile,  il  faudra  examiner  si,  pendant  que  z  reçoit 
un  accroissement  positif,  ;f  et  y  restant  invarialdes,  l'on  s'avance  du  côté 
de  la  face  extérieure  ou  de  la  face  intérieure.  Dans  le  premier  cas,  pour 
une  normale  dirigée  extérieurement,  on  doit  prendre  la  première  solution  ; 
dans  l'autre  cas,  la  seconde. 

VI. 

De  même  qu'en  imaginant  par  le  centre  de  notre  sphère  auxiliaire  des 
droites  respectivement  parallèles  à  chacune  des  normales  d'une  surface 


courbe,  à  chacjue  poinl  déterminé  de  la  deuxième  surface  vient  coriespondrc 
un  point  déterminé  de  la  première;  de  la  même  manière,  toute  ligne  on 
toute  figure  tracée  sur  la  surface  courbe  sera  représentée  par  une  ligne  ou 
une  figure  tracée  sur  la  surface  sphérique.  Dans  la  comparaison  des  deux 
figures  qui  se  correspondent  ainsi,  et  dont  l'une  sera  comme  l'image  de 
l'autre,  on  peut  se  placer  k  deux  points  de  vue  :  on  peut  avoir  égard  seule- 
ment aux  quantités;  ou  bien  ne  s'occuper  que  des  relations  de  position, 
abstraction  faite  des  relations  de  quantité. 

Pour  l'élude  des  relations  de  quantité,  il  nous  paraît  utile  d'introduire, 
dans  la  théorie  des  surfaces  courbes,  quelques  nnlioiis  nouvelles.  Etant 
donnée  une  portion  de  surface  courbe,  comprise  dans  un  périmètre  déter- 
miné, nous  dirons  qu'elle  a  pour  courbure  totale  ou  intégrale  l'aire  de  la 
figure  qui  lui  correspond  sur  la  surface  s[iliérique  auxiliaire.  Il  convient  de 
ilislinguer,  de  celte  courbure  intégrale,  la  courbure  en  quelque  sorte  spéci- 
fique, que  nous  appellerons  mesure  de  la  courbure  et  signifie  le  quotient 
qu'on  obtient  en  divisant  la  courbure  intégrale  de  l'élément  superficiel  ad- 
jacent à  ce  poinl  par  l'aire  de  cet  élément  même,  et  indique  conséquem- 
mcnl  le  rapport  des  aires  infiniment  petites  qui  se  correspondent  sur  la 
surface  courbe  et  sur  la  surface  sphérique.  L'utilité  de  ces  innovations  res- 
sortira sulVisamment,  nous  l'espérons,  des  considérations  que  nous  aurons 
il  exposer.  Ouant  à  ce  qui  concerne  la  terminologie ,  nous  avons  pensé 
qu'avant  tout  nous  devions  nous  atlaclior  ;i  éviter  toute  obscurité;  c'est 
pourquoi  nous  n'avons  pas  cru  devoir  adopter  une  terminologie  analogue 
à.  celle  qui  est  admise  généralement  (quoique  critiquée  par  plusieurs  géo- 
mètres) dans  la  théorie  des  courbes  planes,  suivant  laquelle  la  mesure 
de  la  courbure  aurait  dû  être  appelée  simplement  courbure,  et  la  courbure 
totale,  amplitude.  Mais  pourquoi  n'userait-on  pas  d'une  certaine  latitude, 
quant  aux  mots,  pourvu  que  les  choses  elles-mêmes  ne  soient  pas  vides,  et 
que  le  discours  soit  à  l'abri  de  toute  interprétation  erronée? 

La  position  de  la  figure  tracée  sur  la  surface  sphérique  peut  être  ou 
semblable  ou  opposée  (inverse)  à  celle  de  la  figure  qui  lui  correspond  sur 
la  surface  courbe;  le  premier  cas  a  lieu  lorsque  deux  lignes  sur  la  surface 
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courbe  parlant  du  même  point  et  dans  deux  directions  différentes,  mais  non 
opposées,  sont  représentées  sur  la  surface  sphérique  par  deux  lignes  pla- 
cées semblableuient,  c'est-ii-dire  lorsque  l'imai^e  de  la  ligne  située  vers  la 
droite  est  aussi  à  droite  ;  le  second  cas,  lorsque  c'est  le  contraire  qui  a  lieu. 
Nous  distinguerons  ces  deux  cas  par  le  signe  positif  ou  négatif  de  la  me- 
sure de  la  courbure.  Mais  il  est  évident  que  celle  distinction  ne  peut  avoir 
lieu  qu'en  choisissant  sur  l'une  et  l'autre  surface  une  face  déterminée,  sur 
laquelle  on  doit  concevoir  que  la  figure  est  tracée.  Dans  la  surface  spliéri- 
que  auxiliaire,  nous  emploierons  toujours,  comme  face  extérieure,  celle 
qui  est  tournée  à  l'opposé  du  centre;  dans  la  surface  courbe,  on  peut 
prendre  pour  face  extéiieurc,  soit  celle  qui  est  habituellement  regardée 
comme  étant  réellement  la  face  extérieure,  soit  plutôt  la  face  même  à  par- 
tir de  laquelle  on  élève  la  normale;  il  est  évident,  en  effet,  qu'on  ne  change 
rien  à  la  simililude  des  ligures  en  transportant  d'une  face  à  l'autre  et  la 
(igurc  tracée  et  la  normale,  pourvu  que  l'image  de  cette  ligure  soit  toujours 
tracée  sur  la  même  face  de  la  surface  sphérique. 

Le  signe  positif  ou  négatif  dont  nous  affectons  la  mesure  de  la  courbure 
d'une  figure  infiniment  petite  d'après  la  position  de  celle  figure,  nous  re- 
tendons aussi  à  la  courbure  intégrale  d'une  figure  finie  sur  la  surface  courbe. 
Toutefois,  si  nous  voulions  embrasser  ce  sujet  dans  toute  sa  généralité, 
certains  éclaircissements  seraient  nécessaires  ;  nous  nous  contenterons  ici 
de  quelques  courtes  explications.  Lorsqu'une  figure  tracée  sur  une  surface 
courbe  est  telle  ([u'à  ciiacun  des  points  qu'elle  comprend  il  correspond, 
sur  la  sphère  auxiliaire,  des  points  dlfférenls,  alors  nulle  ambiguïté.  Mais 
si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  il  sera  nécessaire  de  faire  entrer  deux 
ou  plusieurs  fois  en  ligne  de  compte  certaines  portions  de  la  surface  sphé- 
rique, et  de  là,  suivant  que  la  simililude  sera  dn-ecte  ou  inverse,  des  termes 
qui  s'ajouteront  ensemble  ou  se  détruiront  [lartiellcmenl.  Ce  qu'il  y  aura  de 
plus  simple,  en  pareil  cas,  sera  d'imaginer  qu'on  ait  divisé  la  ligure  tracée 
sur  la  surface  courbe  en  parties  telles,  que  chacune  d'elles,  considérée  iso- 
lément, satisfasse  à  la  condition  énoncée  tout  à  l'heure,  d'attribuer  à  cha- 
que partie  la  courbure  qui  lui  convient,  courbure  dont  la  grandeur  sera 


iloniiée  par  l'aire  de  la  figure  qui  lui  correspond  sur  la  surface  spliérique  et 
donl  le  signe  dépendra  de  la  posilion  même  de  la  figure,  et  enlin  de  pren- 
dre pour  la  courbure  totale  de  la  figure  entière  la  (juantité  qu'on  obtiendra 
en  ajoulaiil  ensemble  les  courbures  intégrales  correspondant  à  chacune 
(les  parties  de  la  ligure.  De  celle  manière  ,  la  courbure  intégrale  d'une 
ligure  sera  généralement  =  fii.(h,  ih  reprèsenlant  l'élément  superficiel  de 
la  ligure,  K  la  mesure  de  la  courbure  en  chaque  point.  IlI  quant  à  ce  qui  se 
rapporte  à  la  représenlalion  géoméirique  de  cette  intégrale,  les  principales 
considérations  qu'il  y  aurait  lieu  de  présenter  reviennent  ;i  ce  qui  suit.  Le 
périmètre  de  la  ligure  tracée  sur  une  surface  courbe  (sous  la  restriction  in- 
diquée au  §  III)  correspondra  toujours,  sur  la  surface  sphérique  auxiliaire, 
il  une  ligue  fermée.  (Jne  si  celte  ligne  ne  se  coupe  elle-même  en  aucun 
point,  elle  divisera  la  surface  sphérique  en  deux  parties,  dont  l'une  corres- 
pondra à  la  figure  tracée  sur  la  surface  courbe  ;  la  courbure  intégrale  de  la 
ligure  sera  donnée  par  l'aire  de  cette  partie,  cette  aire  étant  positive  ou  né- 
gative suivant  que,  par  rapport  à  son  périmètre,  elle  aura  une  posilion 
semblable  ou  inverse  à  celle  (|ue  la  figure  a  elle-même  par  rapport  à  son 
propre  périmètre.  Mais  lorsque  celte  ligne  se  coupera  elle-même  une  ou 
plusieurs  fois,  elle  donnera  une  figure  compliquée,  à  laquelle  cependant  on 
peut  attribuer  légilimemenl  une  aire  déterminée,  comme  s'il  s'agissait  d'une 
figure  sans  nœuds;  el  cette  aire,  convenablement  entendue,  sera  toujours 
la  valeur  exacle  de  la  courbure  intégrale.  Au  surplus,  nous  croyons  devoir 
réserver  |>onr  une  autre  occasion  des  explications  plus  amplement  déve- 
loppées, concernant  les  ligures  envisagées  au  point  de  vue  le  plus  général. 


VII 


Cherchons  maintenant  une  formule  propre  k  exprimer  la  mesure  de  la 
courbure  en  cliatiue  jiuint  d'une  surface  courbe.  Kn  appelant  (h  l'aire  d'un 
élément  de  celte  surface,  'Ld'7  sera  l'aire  de  la  projection  de  cet  élément  sur 
le  plan  des  coordonnées  a-  et  y;  et  île  même,  si  dï  est  l'aire  de  l'élément 


correspondant  sur  la  surface  spliériquo  auxiliairi;,  7aU  sera  l'aire  de  la  pro- 
jection de  cet  élément  sphérique  sur  le  même  plan  ;  et  il  est  manifeste  que 
ces  projections  auront  entre  elles  les  mêmes  relalions  de  grandeur  et  de  po- 
sition que  les  éléments  eux-mêmes.  Considérons  mainlenan'.  un  élément 
triangulaire  de  la  surface  courbe,  et  supposons  que  les  cnor(l()nn('es  des 
trois  points  qui  furmeiil  la  projeclion  de  cpi  élément  snni 


■'■. 

y. 

x-\-dx, 

n  +  dy. 

.T-f  0/, 

V  +  '-^ïh 

le  double  de  l'aire  de  ce  triangle  sera  exprimé  par  la  formule 

(/,/■ .  'jij  —  dy .  'If , 

expression  positive  ou  négative,  suivant  que  la  position  du  côté  qui  se  di- 
rii,'e  du  premier  point  au  troisième,  comparée  à  celle  du  côté  qui  se  dirige 
du  premier  point  au  second ,  est  semblable  ou  inverse  à  la  position  de  l'axe 
coordonné  y  par  rapport  à  l'axe  coordonné  x. 

De  même,  si  les  coordonnées  des  trois  points  qui  forment  la  projection  de 
l'élément  correspondant  sur  la  surface  sphérique,  comptées  à  partir  du  cen- 
tre, sont 

X,  Y, 

X  +  dX,  Y-f'/V, 

X-4-c^X,  Y-f^'Y, 

le  double  de  l'aire  de  celte  projection  sera  exprimé  par 

d\J\  —  d\.^J\, 

formule  dont  le  signe  s'établira  d'après  ce  qui  a  été  dit  tout  à  l'heure.  La 
mesure  de  la  courbure  sera  donc,  en  ce  point  de  la  surface  courbe, 

(ZX.oY  — rfY.o'X 


k  = 


dx .  'hj  —  dy  .$x 


Si  maintenant  nous  sujtposons  que  la  nature  de  la  surface  est  définie 

3 


suivaiiL  la  Iroisième  mélliode  considérée  dans  le  §  IV,  \  el  V  s'expiiiiieimil 
en  l'onction  des  qnanlités  x  ci  y,  et  nous  aurons 

-=(S)-+(S)"-       -  . 

P.ir  la  subslilulion  de  ces  valeurs,  l'expression  précédente  se  change  en 
celle-ci  : 


/.• 


Id\\     (dX\_(d^\     fd^\ 


En  posant  comme  ci-dessus 


dz__  ih_ 


el  en  outre 


'Ill~T        -i!l-r        "^L^-y 
d.e'^    '       d.rdi/'"     '       ~dy'~    ' 

ce  qui  équivaut  ii 

(//  =  Trfx  -f  \]dy,        dn  =  Vdr  +  \dy, 

nous  aurons,  d'après  des  formules  données  précédemment, 

\  =  —  tl,         \  =  —  uZ,        (|+r-fw'Z'=l, 

et  par  suite 

d\z=z  —  Zdt  —  td7., 
d\z=  —  Zdu  —  ?u/Z, 
['\  +  r+u''  dZ  +  Z  [tdt+udii]  =  {), 


ou  bien 


el  (le  là  on  liii' 
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(lZ  =  —  'L'itdt  +  tidu], 

(l\=:  —  V  (1  +  M')  dt  4-  Z'  tu  du, 

d\  =  rtudt  —  ï'[\  +  r-]du, 


4^  =  Z'[-[1+M')T4-/wU], 
dr 

dy 

^  =  7/[r»T_(l+r)U], 


[■n  substiliianl  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  il  vient 

/c  ==  ZVTV- UM  ri  +  r  +  «^)  =  Z* 'JV - U*)  = -^^j-l^^p^, 


VII 


En  choisissant  convenablement  l'origine  et  les  axes  coordonnés,  on  peut, 
sans  diflicuilé,  faire  évanouir,  pour  un  point  donné  A ,  les  valeurs  des  quan- 
tités t.  II,  U.  Eu  eiïet,  les  deux  premières  conditions  seront  déjà  remplies 
si  l'on  adopte  pour  plan  des  coordonnées  ar,  y,  le  plan  tangent  en  ce  point. 
Si,  en  outre,  on  place  l'origine  des  coordonnées  au  point  A  lui-même,  il  est 
clair  que  l'expression  des  coordonnées  z  prendra  la  forme  suivante  : 

z =1  T»  X' +  U"  J-?/ +  5  V°  2/' 4- 0 . 

où  Q  sera  d'un  ordre  supérieur  au  second.  En  changeant  ensuile  l'orieata- 
tion  des  axes  x,  y  d'un  angle  M,  tel  que  l'on  ait 

2l]° 
Tang2M=^„_y„, 


^0 

il  sera  aisé  de  voir  qu'itii  ublieiidra  une  éi|iialioii  de  celle  forme 

el  de  celle  luaiiiére  la  Iroisième  condilioii  se  trouvera  éi^aleiiieiil  salislaile. 
De  la  les  résnllals  suivants  : 

1.  Si  la  surface  courbe  est  cou|jêe  par  un  plan  normal  passant  par  l'axe 
coordonné  r,  la  section  sera  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure 
au  point  A  sera  ^,  le  signe  positif  ou  négatif  de  ce  raj-on  de  courbure  in- 
diquant la  concavité  ou  la  convexité  de  la  face  du  côté  de  laquelle  les  coor- 
données :  sont  positives. 

i.  De  la  même  manière  y  sera  au  point  A  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  plane  qu'on  obtient  en  coupant  la  surface  courbe  par  un  plan  pas- 
sant pai'  les  axes  y,  z. 

3.  En  posant  ./=rcoso,  /y  =  /"sin'^,  on  a 

r  =  ^^Tcos-v  +  Vsin-9J  r' A-0.; 

d'où  il  résulte  que  si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  normal  en  A  faisant 
avec  Taxe  ./•  un  angle  -..,  l'on  obtiendra  une  courbe  plane  dont  le  layon  de 
courbure  au  point  A  sera 

\ 

Tcos-v  +  Vsin-o' 

i.  Toutes  les  fois  (ju'un  aura  T=V,  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les 
sections  normales  seront  égaux.  Si  au  contraire  T  et  V  sont  différents,  il  est 
évident,  puisque  Tcos-o-J-Vsin-'-.  pour  chaque  valeur  de  l'angle  -.-  tombera 
entre  TelV,  que  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales,  consi- 
dérées en  1  et  2,  se  rapportent  aux  courbures  extrêmes;  c'est-à-dire  l'un  à 
la  courbure  maximum,  l'autre  à  la  courbure  minimum,  si  T  et  V  sont  afTeclés 
du  même  signe;  et  au  contraire  l'un  \\  la  convexité  maximum,  l'autre  à  la 
concavité  maximum,  si  T  et  Y  ont  des  signes  contraires.  Ces  conclusions 
renferment  à  peu  prés  tout  ce  que  l'illustre  Euler  a  le  premier  enseigné  sur 
la  courbure  des  surfaces. 
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o.  La  mesure  de  la  courbure  d'une  surface  courbe  en  un  point  A  prend 
la  forme  très-simple  K  =  T  V.  d'où  ce  théorème  : 

La  mesure  de  la  courbure  en  chaqtie  point  d'une  surface  est  égale  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  et  dont  le  dénominateur 
est  le  produit  des  deur  rayons  de  courbure  extre'mes  dans  les  sections 
par  des  plans  normaux  i'). 

En  même  temps  l"on  voit  que  la  mesure  de  la  courbure  sera  positive  pour 
les  surfaces  roncavo-coiicavcs  ou  coiivexo-convexes  (distinction  qui  n'a  rien 
d'essentiel),  négative  au  contraire  pour  les  surfaces  concavo-convexes.  Si  la 
surface  se  compose  de  parties  appartenant  à  ces  deux  genres,  la  mesure  de 
la  courbure  devra  s'évanouir  dans  les  points  où  la  transition  se  fera.  .Nous 
reviendrons  tout  k  l'heure  plus  en  détail  sur  les  propriétés  de  ces  surfaces 
pour  lesquelles  la  mesure  de  la  courbure  s'évanouit  quehiue  part. 


IX. 


La  formule  donnée  k  la  hu  du  §  VII  pour  la  mesure  de  la  courbure  est  la 
plus  simple  de  toutes  les  formules  générales,  en  ce  (ju'elle  ne  renferme  que 
cinq  éléments;  nous  arriverons  k  une  formule  plus  compliquée,  renfermant 
neuf  éléments  si  nous  voulons  employer  la  pr^iière  des  méthodes  que 
nous  avons  dit  être  propres  ii  étudier  les  caractères  des  surfaces.  Reprenant 
les  notations  du  §  IV,  nous  poserons  en  outre 


d.r'-  ~     '  dy-  "  -  '  d:' 

iivv_,.'.  rfl^v_o•.  AU^-n 

dy  dz''      '  dx  d:~  ^  '  d.r  dii~      ' 


(')  Voir  ci-aiurs,  Ktiule  des  siiiforcx  rnttliiniex,  §§  Wll  ri  \1\. 
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ili'  sorle  que  l'on  aura 

il()=l{'dx  +  (ydy  +  V(h. 
(lR  =  Q'(lr  +  Pdii  +  Kdz. 

p 

Mainlonaiit,  |iuiS(|u  on  a  /  =  —  -•  nous  obtenons,  par  la  ditïéienlialion, 

+  (PP^_KQ      (/;, 

OU  bien,  en  éliminant  z  à  l'aide  de  l'équalion  Vdj-\-Qdy-{-Rd:=Q, 

n\l(  =  (— RT  +  -2 PRO  —  P-R  )  (// 

+  (PRP  +OR0  — rOR  — R'H  1'/^ 

On  a  de  même 

!{=</(/=  P11F+  QRO  —  POR  —  R'R  ^  (/;■ 
4-  —  R-0  +  i  (JRp  _0-R  )  di/. 

Et  de  là  nous  concluons 

R^T  =  —  RM' + -' PR<J  —  P'R  , 
R^U  =  PRP  +  QRO  —  POR  —  R'R  . 
Rn=  — R'O+^ORP  —  O^R. 

Kn  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  du  §  VII ,  nou<  obtenons  pour 
la  mesure  de  la  courbure  A'  l'expression  symétrii|ne  suivante  : 

(P'+  Q'+  i^'.'k  =  P'  OR  —  P'  -i  +  0'  (P  R  —  0  ') 
+  R';PÔ  — R^)4-2QR(0"R'— PP 
+  2PR(P  R  — 00  J  +  2P0;P  O  —  RR). 


X. 


Nous  obtiendrons  une   fornmle  encore  plus  i(impli(|uée  et  renferniant 
quinze  éléments,  si  nous  voulons  suivre  la  seconde  des  méthodes  pro[)res  à 
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l't'ludc  dessin  laces.  Ilesl  Irès-impoitaiil  cependant  d'arriver  à  celle  formule. 
Pour  cela,  nous  reprendrons  les  notations  du  §  IV,  et  nous  poserons  en  outre  : 

îlli^=  d*  X  _    ,  d' X  _    „ 

dp'  ~'"  dpdq~'''  '7np~''' 

dp'      '  '  dp  dq      '"  '  dq"  ~  '"  ' 

d*  z  _  d^z  _   ,  d^ 

dp'      '^'  dpdq~'^'  1(p^'^  ■ 

V.n  outre  nous  ferons,  [tour  abréger, 

bc  ~ch'  =  k, 
ca'  — «c  =B, 
a6'  — 6«'  =  C. 

Cela  posé,  nous  observons  d'abord  que  l'on  a 

ou  bien 

,  A  ,         B  , 

(/;  =  —-  dx  ~-^dtj; 

en  sorte  qu'en  regardant  ;  comme  une  fonction  de  x,  y,  on  doit  avoir 

di~^~-r: 

dz  B 

Mais  des  é(|ualiuns  di=adp  +  adq,  dij  =  bdp -{-b'dq,  nous  tirons 

Cdp  =  b'dx  —  a'dij, 
\  C  dq  =  —  bdx -j- ady . 

Par  là,  nous  obtenons  les  différentielles  complètes  de  t  et  de  u  : 
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MainliMKiiil,  si  dans  ces  foiiiiules  nous  substiluoiis  les  valeurs  suivantes  : 

du 

rfB        

J^=a7  +  c='-  -ay  -ce, 

-r-—h'y.-\-  afj'  —  bx'  —  ai , 
dp  '     ' 

=  1)^:-^  rf,S' —  b^:'—  a  fi', 

et  si  nous  remarquons  que  les  valeurs  des  diflerenlielles  (//,  du,  ainsi  ob- 
tenues, doivent  être  égales,  indépendamment  des  dilïéreulielles  dx ,  dy, 
aux  quantités  T(/j'+U(/v/,  \]dj:-\-\djj  respectivement,  nous  trouverons, 
après  quelques  transformations  assez  aisées, 

—  2cc'\bb'—  2[^'Bbb  —  iy'C.bb' 

(;'U=  — aArt//— ,SBrt7)— 7(,ft7/ 

-i-a'A  («?>■+ 6fl')  +  r^'B  [ab' +ba)  -\-  y\^.[ub' +ba') 

—  x'Aab  —  [i'Bab  —  y"Cab , 
C'V=^Aa''  +  |'5Ba'-  +  7Ca'' 

—  2x'Aaa  —  2[B'Brta'—  '-ly'Caa' 
+  :«"A«.-  +  ;'i"Brt-+7"C«-. 

Si  maintenant  nous  posons,  pour  abréger, 

(1)  Aa-^Bri+C7  =1), 

(2)  Aa'  +  Bri'  +  C7'  =  D', 

(3)  ;     A^"+Bri"+C7"=D", 


2;) 

il  viendra 

C'U  =  —  U  a'b'-i-  D'(ab+  ba  )  —  \)ub, 
C'V  =  D  a  "  —  2  \)'aa+ï)"a\ 

Par  là  nous  obtenons,  Ions  calculs  fails, 

C  (TV  — U')  ==  (DD'  — D  ')  [aV—  ba'y=  (DD'—  IV*)  C, 

d'où  résulte  l'expression  suivante,  pour  la  mesure  de  la  courbure, 

DD"— D* 


A-  = 


(A'+B^+<1' 


XI. 


A  l'aide  de  la  formule  ci-dessus ,  nous  allons  maintenant  en  obtenir  une 
autre  qui  peut  être  comptée  au  nombre  des  théorèmes  les  plus  féconds  dans 
la  théorie  des  surfaces  courbes.  Introduisons  les  notations  suivantes  : 

a'  +6'  +c'  =E, 
aa'  +  bb'-j-cc'==F, 
a'-  +6''+c''=G. 

(i)  a  a  +  6  (3  -f  c  y  =  7?J , 

(5).  a  a' +  6  (3' 4- c  y' =  ?/i', 

(6)  a ol'-\-  6  (3"+  c y "==  m' , 

(■7)  a'a+6'(3 +c'y  =TO, 

(8)  aV  +  6'(B'4-c'y'  =  n', 

(9)  a'a"+  6'(3"+  cf=  vJ', 
A'+B'+C'  =  EG— F'=A. 

Eliminons  des  équations  (I),  (4),  (7)  les  quantités  |î,  y,  ce  qui  se  fera  en 
multipliant  ces  équations  par  bc  —  cb',  b'C  —  c'B,  cB  —  bC,  et  ajoutant; 
nous  aurons  ainsi 

[A  (6c'—  cb')  +  a  {bT.  —  c'B)  +  a'  (cB  —  6C)]  « 
==D  (6c'— c6')4-//m6'C  — c'B]  +  n  (cB- 6C\ 
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équation  que  nous  transformons  facilement  en  celle-ci  : 
AD  =  3f  A4-  «  («F—  mGi  +  a  (/«F—  hE). 

En  éliminant  des  mêmes  équations,  soit  y.  et  y,  soit  x  et  [î,  on  obtiendrait 
de  même 

BD  =  |3  A  +  &  («F  —  mG)  + /»' (  wF  —  nE), 
CD  =  7 A  +  c  (hF  —  wG)  +  (•■  (»iF  —  nE). 

Multipliant  ces  trois  équations  respectivement  par  a",  JB",  7"  et  ajoatanl, 

nous  obtenons 

j    DD"=  K'+rir+77')  A 

(  4-??i"(hF  — »iG)  +  «"(?nF  — nE). 

Si  nous  traitons  de  même  les  équations  (2).  (5),  (8),  il  vient 

AD'=  a'  A  4-  «  ('^'F  —  m'G)  +  a'  {m'F  —  n'E], 
BD'=5'A  +  6  («'F  — ?h'G)  + i' (w'F  — n'E), 
CD'=: 7' A  +  C  [n'F  —  m'G]  +  c'  (w'F  —  n'E); 

multipliant  ces  équations  respectivement  par  a',  [0,  ■/  et  ajoutant,  on  a 

D'-=:  i>.''-|-  S''  +  7'-)  A  + W  (n'F— m'G')  +  n'[m'F—  n'E). 

La  combinaison  de  cette  équation  avec  l'équation  (10)  donne 

DD"—  D''  =  7.x  •+  55"+  y/  —  y.--—  ,5'»—  7'«)  A 
+  E(h'  —  nn")-TF{nm" — 2m'n'-\-mn")-\-G[m'* — mm"). 

Maintenant  il  est  évident  que  l'on  a 

(iE       ,  dE      .    .        dF         .  .  dF  ,      . 

dp  '       dq  dp  .'  d(]  ' 


ou  bien 


dG  „  ,  (/G  _  „ 
;t-=2/i,  -^=2n  , 
rfp  dq 


\  dE  ,1  dE  „      dF      1  dG 

2  dp                        2  ^7  t/7      2  dp 

_dF_1^dE                 '_1^  '  —  liË 

"~di?      2d9'              "~2dp'  "— 2dç' 
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de  plus,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'on  a 

1  d'E        d'F        1 

2  dq*   ^   dpdq       2 

dn 

dp  ~ 
d'G 
dp' 

dm" 
dp 

dm 
dq 

Si  maintenant  nous  substituons  ces  expressions  diverses  dans  la  formule 
établie  à  la  fin  du  §  précédent,  pour  la  mesure  de  la  courbure,  nous  parve- 
nons à  la  formule  suivante,  qui  ne  renferme  que  les  seules  quantités  E,  F,  G, 
avec  leurs  quotients  dilTérentiels  du  premier  et  du  second  ordre  : 

4(EG-FT/e  =  Er4-^  ^^  _  ,  dF     dG       /doy" 

^  '  [_dq     dq         dp     dq      \dpj  _ 

/dE     dG_.dE     dG_,.,dE     dF_  _,   i^  ij^  ,  dF  _  ^  dF     dG 

{dp     dq      dq     dp       "  dq     dq  dp     dq  dp     dp 

\_dp     dp       "dp     dq^\dq}  _ 


—  2  (EG  — F' 


d'E       ^   d'F     ,   d'G 


î) 


dq'       "  dpdq       dp' 

XII. 


Si  l'on  remarque  que  l'on  a  toujours 

dx'  +  dy'-^-dz'^Edp'  +  'iFdp.dq-i-Gdq*. 

on  voit  de  suite  que  ^Edp'-\-iFdpdq-]-Gdq'  est  l'expression  générale  d'un 
élément  linéaire  sur  une  surface  courbe.  Cela  étant,  l'analyse  exposée  dans  le 
§  précédent  nous  apprend  que ,  pour  trouver  la  mesure  de  la  courbure ,  on 
n'a  pas  besoin  de  formules  finies  donnant  les  coordonnées  x,  y,  z,  en  fonc- 
tion des  indéterminées  p  et  q,  mais  qu'il  suffit  d'avoir  l'expression  générale 
de  la  grandeur  de  chaque  élément  linéaire.  Venons  à  quelques  applications 
de  cet  important  théorème. 
Supposons  (jue  notre  surface  courbe  puisse  être  appliquée  sur  une  autre 


•2H 

Miifare  ,  cuiirbr  uu  [jlaiie,  de  lelle  sorlu  iju'a  cliaque  jjuiiit  de  la  iiieiiiièi'e 
surface  déterminé  par  les  coordonnées  ,r,  y,  z,  il  vienne  correspondre  un 
poiiil  déterminé  de  la  seconde  surface,  dont  les  coordonnées  soient  x',  y',  z'. 
Il  est  évident  que  x,  y',  z  peuvent  aussi  être  considérés  comme  des  fonc- 
tions de  p  et  (le  q,  d'où  pour  l'élément  \/dx-+ily"'+ dz'^  une  expression 
telle  que 

E',  F',  G  étani  aussi  des  fondions  de  p  et  de  q.  Mais  par  la  notion  même 
de  Vappliratioii  dont  il  s'agit  ici,  les  éléments  qui  se  correspondent  sur 
chaque  surface  seront  nécessairement  égaux,  et  l'on  aura  identiquement 

E  =  E',  F  =  F',  G  =  G'; 

de  sorte  que  la  formule  du  §  précédent  conduit  spontanément  à  ce  théo- 
rème remarquable  : 

Si  une  surface  courbe  est  appliquée  sur  -une  autre  surface  courbe 
quelconque ,  la  mesure  de  la  courbure  en  chaque  point  reste  inva- 
riable ('). 

Par  suite,  la  courbure  intégrale  d'une  portion  finie  quelconque  de 
la  surface  ne  changera  pas. 

Un  cas  particulier  auquel  les  géomètres  avaient  jusqu'ici  borné  leurs  re- 
cherches est  celui  des  surfaces  développables,  ou  susceptibles  d'être  appli- 
quées sur  un  plan.  Notre  théorie  nous  apprend  spontanément  que,  pour  de 
telles  surfaces,  la  mesure  de  la  courbure  en  chaque  point  sera  =  o;  c'est 
pourquoi ,  si  l'on  déhnit  analytiquement  ces  surfaces  en  suivant  la  troisième 
méthode,  on  aura,  pour  chaque  point, 

drz    d'-z 
dx' 

équation  caractéristique  qui  est  connue  depuis  longtemps,  mais  qu'à  notre 
avis  du  moins  on  ne  démontre  pas  d'ordinaire  avec  toute  la  rigueur  dési- 
rable (']. 

(')  Voir  ei-après.  Etude  des  surfaces  continuer.  §  XII. 
(')  Voir  ci-après,  nom  (a). 


r'    dy'      \dxdy)  ~    ' 


29 


XllI. 


Les  coiisidéralions  que  nous  venons  d'exposer  se  lient  à  un  mode  parti- 
culier d'envisager  les  surfaces,  qui  nous  paraît  digne  au  plus  haut  degré  de 
lixer  l'altenlion  des  géomètres  En  effet,  si  l'on  considère  une  surface  non 
comme  la  limile  d'un  solide,  mais  bien  comme  un  solide  flexible  et  inexten- 
sible, dont  une  dimension  est  censée  s'évanouir,  les  propriétés  de  la  surface 
dépendront  en  partie  de  la  forme  particulière  qu'elle  peut  prendre,  par  suite 
d'une  flexion  telle  qu'on  voudra,  et  seront,  en  partie,  absolues  et  invariables, 
quelle  que  soit  cette  forme.  C'est  à  cette  dernière  sorte  de  propriétés,  dont 
l'étude  ouvre  à  la  géométrie  un  champ  nouveau  et  très-vaste,  que  se  rappor- 
tent la  mesure  de  la  courbure  et  la  courbure  intégrale,  dans  le  sens  que  nous 
donnons  à  ces  expressions  ;  on  peut  envisager  sous  le  même  point  de  vue 
la  théorie  des  lignes  géodésiques  et  d'autres  sujets  que  nous  nous  réservons 
de  traiter  plus  tard.  Dans  cet  ordre  de  considérations,  une  surface  plane 
ou  une  surface  développable ,  qu'elle  soit  cylindrique  ou  conique,  etc., 
sont  regardées  comme  essentiellement  identiques,  et  nous  trouvons  un 
mode  générique  de  caractériser  ces  surfaces  qui  consiste  à  se  servir  de 
l'expression  \^Edp*  +  2Fdpdq  +  Gdq*  qui  lie  un  élément  linéaire  quel- 
conque aux  indéterminées  p  et  q.  Mais  avant  d'entrer  dans  plus  de  dévelop- 
pements sur  ce  sujet,  il  importe  de  présenter  les  principes  de  la  théorie  des 
lignes  géodésiques  sur  une  surface  courbe  donnée. 


XIV. 


On  caractérise,  en  général,  une  ligne  courbe  dans  l'espace  en  considérant 
les  coordonnées  x,y,  z  de  tous  ces  points  comme  de  certaines  fonctions 
d'une  seule  variable  que  nous  appellerons  w.  La  longueiir  d'une  telle  ligne, 
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à  partir  d'un  i)oinl  initial  arbilraire  jusqu'au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y,  z,  est  exprimée  par  l'intégrale 


/-■^(0+(£)'  +  fê)' 


Si  nous  supposons  que  la  position  de  celte  courbe  éprouve  une  variation 
infiniment  petite ,  de  telle  sorte  que  les  coordonnées  de  chaque  point  re- 
çoivent des  variations  o.r,  oy,  d:,  la  variation  de  h  longueur  totale  sera 

'dx .  dox  +  dy .  dSy  -j-  dz.àoz 


ï 


expression  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 
dx.ôx-^dy  .oy-\-dz.  oz 


-f 


^dx*-\-dy'-  +  dz* 

-     j  ^'^  _L^     ,  dy 

'■^     \^d:^TdfTd?     ^     \/dx'  +  dy'+dz^ 

dz 


+  dz.d 


^dx^  +  dy*+dz*  ■ 

Dans  le  cas  où  la  ligne  doit  être  la  plus  courte  possible  entre  ses  points 
extrêmes,  il  est  clair  que  les  quantités  sous  le  signe  ./'  doivent  s'évanouir.  Si 
la  ligne  doit  se  trouver  sur  une  surface  donnée,  caractérisée  par  l'équation  , 

¥dx-^(jdy  +  l{dz  =  0, 

les  variations  ox,  oy,  oz  devront  aussi  satisfaire  à  l'équation 

d'où,  par  des  principes  bien  connus,  l'on  conclut  facilement  que  les  dilTé- 
rentielles 

dx  .  dy  dz 


d, 


^dx'  +  dy'-i-dz''   ^'^y'dx'-i-dy'  +  dz''   "'V^dx'  +  dy'  +  dz'' 


doivent  être  respectivement  proportionnelles  aux  ijuantilés  P,  0.  R.  Soit 
maintenant  dr  l'élément  de  la  ligne  courbe,  /  le  point  de  la  surface  sphéri- 
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que  auxiliaire  qui  représente  la  direction  de  cet  élément,  L  le  point  de  la 
même  surface  sphérique  qui  représente  la  direction  de  la  normale  à  la  sur- 
face courbe;  enfin  soient  l,  /;,  'C  les  coordonnées  du  point  l,  etX,  Y,  Z  les 
coordonnées  du  point  L  par  rapport  au  centre  de  la  sphère;  on  aura 

dx:=zldr,      dy^r.dr,      dz=zÇdr; 

d'où  nous  concluons  que  les  différentielles  ci-dessus  seront  représentées  par 
dl,  dr, ,  de..  Et  comme  les  quantités  P,  Q,  R  sont  elles-mêmes  proportion- 
nelles à  X,  Y,  Z,  la  ligne  la  plus  courte  sera  représentée  par  les  équations 

di d>) dç 

T~T~  z 


Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  l^dç^-f  d/i^-f-dS'  représente  l'arc  de  la 
surface  sphérique  qui  mesure  l'angle  des  directions  des  tangentes  au  com- 
mencement et  à  la  fin  de  l'élément  dr,  et  dont  la  valeur  est  —,  en  représen- 
tant par  0  le  rayon  de  courbure  de  la  géodésique  en  ce  point.  D'après  cela, 
on  aura 

c/d:  =  X(//',        odr.=z\'dr,        p<iÇ:=Zdr, 


XY 


Considérons,  sur  une  surface  courbe,  une  inflnité  de  géodésiques  parlant 
d'un  même  point  donné  A,  et  distinguons  ces  lignes  entre  elles  par  l'angle 
que  fait  le  premier  élément  de  chacune  avec  le  premier  élément  de  l'une 
d'elles  prise  pour  terme  de  comparaison;  soit  s  cet  angle,  ou,  plus  géné- 
ralement, une  fonction  de  cet  angle,  et  r  la  longueur  comprise  entre  le 
point  A  et  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,y,  z,  sur  la  ligne  géodésique 
correspondantes  l'angle o.  Comme  à  des  valeurs  données  de  r  et 9  il  cor- 
respond des  points  déterminés  de  la  surface,  on  peut  regarder  x,  y,  2  comme 
des  fonctions  des  variables  r  et  9.  Conservons,  d'autre  part,  les  notations 
À,  L,  $,  ri,  Ç,  X,  Y,  Z  dans  le  sens  des  définitions  données  ci-dessus,  en  les 
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rapportant  à  un  point  quelconque  de  telle  ligne  géodésique  qu'on  voudra. 
Toutes  les  lignes  géodésiques  de  même  longueur  r  seront  terminées  à 
une  autre  ligne  dont  nous  représenterons  par  v  la  longueur,  à  partir  d'un  de 
ses  points  arbitrairement  choisi.  On  pourra  considérer  v  comme  une  fonction 
des  indéterminées  ?•  et  =,  et  si  nous  désignons  par  /.'  le  point  de  la  surface 
sphérique  auxiliaire  qui  représente  la  direction  de  l'élément  dv,  et,  en  outre, 
par  r,  r/,  'C  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  centre  de  la  sphère, 
nous  aurons 

dx ,.,    dv  dy ,    dv  dz ,    do 

'  dcp         '  dtp'        do       '  '  df'        dri       ■  ■  do' 

de  W,  et  des  équations 

dx y  dy dz ^ 

Ir—-'  dr  —  ''         J?  —  "' 

il  résulte  que  l'on  a 

dx    dx  ,  dy    dy   ,  dz    dz      ,,.,,  ,  ,  ,  y^,  dv  ...  dv 

dr    do      dr    do      dr    do      ^      '  do  do 

Nous  désignerons  par  S  le  premier  membre  de  cette  équation.  S  sera  une 
fonction  des  variables  r  et  o,  qui  nous  donnera ,  en  difîérentiant  par  rap- 
port à  r, 

dS  _  d^    dx      d^    dy   .  dVs    dz 
dr      dr*  '  df      dr*  '  do      dr*  '  do 

"•"2  do 

=  ^    (i£      dri     dy,d^    dz      1   d['i'+r,*  +  K*] 
dr  '  d?      dr  *  do      dr  '  d'jj      2  dy 

Mais  I'  +  y;'  4-  ?•  =  I ,  et,  par  suite,  la  différentielle  de  cette  quantité  =  0  ; 
d'autre  part,  d'après  le  §  précédent,  nous  avons,  en  désignant  maintenant 
par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  géodésique  à  son  extrémité 

dr      p'  dr~o'  dr      p' 
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Nous  oblenons  ainsi 

(ir      0  do      p  ao 

puisque  le  point  /'  appartient  évidemment  au  grand  cercle  dont  le  pôle  est  L. 
Do  là  nous  concluons  que  S  est  indépendant  de  ret  n'est  fonction  que  de  o. 
Mais  pour  r=o,  on  a  évidemment  r  =  o,  et  conséquemmenl  aussi  ^  =  o, 
a\ec  S  =  o,  indépendamment  des.  On  aura  donc  généralement,  dé  toute 
nécessité,  S  =  o,  et  par  suite  cos  /./.'=  o,  c'est-à-dire  //.■=9o''.  D'où  nous 
concluons  : 

THÉORÈME.  —  Si  l'on  mène,  sur  tine  surface  courbe,  à  partir  d'un 
même  point,  une  infinité  de  lignes  géodésiques  de  même  longueur,  la 
ligne  qui  joint  les  extrémités  de  ces  lignes  les  coupera  toutes  à  angle 
droit. 

Nous  avons  pensé  qu'il  importait  de  déduire  ce  théorème  de  la  propriété 
fondamentale  des  lignes  géodésiques,  mais  on  peut  le  démontrer  sans  au- 
cun calcul  par  le  raisonnement  suivant.  Soient  AB,  AB'  deux  lignes  géodési- 
ques de  même  longueur,  faisant  en  A  un  angle  infiniment  petit;  sup{)OSons 
que  l'un  ou  l'autre  des  deux  angles  que  fait  l'élément  BB'  avec  les  lignes 
BA ,  BA  diffère  d'un  angle  droit  d'une  quantité  finie;  alors,  par  la  loi  de 
continuité,  l'un  de  ces  angles  sera  plus  grand,  l'autre  plus  petit  qu'un  angle 
droit.  Supposons  que  l'angle  en  B  soit  =90°— w,  et  prenons  sur  la  ligne  BA 
un  point  C  tel  que  l'on  ait 

BC  =  BB'.  cosécw, 

il  sera  permis  de  traiter  le  triangle  infiniment  petit  BB  C  comme  plau ,  et 
l'on  aura 

CB'  =  BC.cosf.', 
et  par  suite 

AC  -f-  CB'=  AC  -f  BC  .  cos  '0  =  AB  —  BC  (  1  —  cos  w) 
=  AB'— BC(1  —  cosw), 
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c'est-à-dire  que  le  chemin  de  A  en  B'  par  le  point  C  serait  plus  court  que  la 
ligne  la  plus  courte,  ce  qui  est  absurde. 


XVI. 


Au  théorème  précédent  nous  joignons  celui-ci  : 

Si  l'on  conçoit,  sur  une  surface  courbe,  une  ligne  quelconque,  de  cha- 
cun des  points  de  laquelle  partent  sous  des  angles  droits  et  du  même 
côté  de  la  surface  une  infinité  de  lignes  géodésiques  de  même  longueur, 
la  courbe  qui  joint  les  extrémités  de  ces  lignes  les  coupera  toutes  à 
angle  droit.  Pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  il  n'y  a  rien  à  changer 
dans  l'analyse  précédente,  si  ce  n'est  que  9  doit  désigner  la  longueur  de 
la  courbe  donnée,  comptée  à  partir  d'un  point  arbitraire,  ou,  si  l'on  aime 
mieux ,  une  fonction  de  celte  longueur  ;  de  cette  manière,  les  mêmes  raison- 
nements s'appliqueront,  avec  cette  modification  que  l'équation  S  =  o  pour 
r  =  o  est  impliquée  maintenant  dans  l'hypothèse  elle-même.  Du  reste,  ce 
nouveau  théorème  n'est  autre  chose  que  le  théorème  précédent  généralisé  ; 
car  on  en  déduit  ce  dernier  en  adoptant  pour  la  ligne  donnée  un  cercle  in- 
finiment petit  décrit  autour  du  point  A  comme  centre.  Enfin,  nous  avertissons 
qu'on  peut  remplacer  ici  comme  précédemment  l'analyse  par  des  considéra- 
tions géométriques  qui  sont,  d'ailleurs,  si  aisées  à  découvrir,  que  nous  ju- 
geons inutile  de  nous  y  arrêter  ('). 

XVII. 


Nous  retournons  à  la  formule  l^Edp'-f  2Fdp.  dq-{-Gdq^  qui  représente 
généralement  la  grandeur  d'un  élément  linéaire  sur  une  surface  courbe,  et, 
avant  tout,  nous  allons  examiner  la  signification  géométrique  des  coefficients 
E,  F,  G.  Nous  avons  déjà  dit,  au  §  V,  que  l'on  pouvait,  sur  une  surface 

(')  Voir  ci-après,  note  (6). 
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courbe,  concevoir  deux  systèmes  de  lignes  :  l'un  pour  lequel  ;>  est  variable,  q 
constant;  l'autre  pour  lequel  g  est  variable,  p  constant.  Chaque  point  de  la 
surface  peut  être  considéré  comme  étant  l'intersection  d'une  ligne  du  pre- 
mier système  avec  une  ligne  du  second  ;  et  alors  l'élément  de  la  première 
ligne  adjacent  à  ce  point  et  correspondant  à  une  variation  dp,  sera==^/E  dp  ; 
de  même  l'élément  de  la  seconde  ligne  correspondant  à  une  variation  dq,  sera 
z=iy^G dq  ;  enfin,  en  appelant  m  l'angle  compris  entre  ces  éléments,  on  voit 
sans  peine  que  cos '.)  = — =^-  D'autre  part,  l'aire  du  parallélogramme  infini- 
ment petit ,  compris  sur  la  surface  courbe,  entre  deux  lignes  du  premier 
système  auxquelles  correspondraient  q  et  q+dq,  et  deux  lignes  du  second 
système  auxquelles  correspondraient  p  e.\,p-\-dp,  sera  KEG —  F^  dp  dq. 

Une  ligne  quelconque,  sur  la  surface  courbe,  différente  de  celles  qui  ap- 
partiennent à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  deux  systèmes ,  s'obtient  en  concevant 
que^^  et  q  sont  des  fonctions  d'une  nouvelle  variable,  ou  que  l'une  de  ces 
quantités  est  fonction  de  l'autre.  Soit  S  la  longueur  d'une  telle  courbe,  me- 
née à  partir  d'un  point  arbitraire  comme  origine,  et  dans  un  certain  sens  que 
nous  regarderons  comme  positif.  Appelons  0  l'angle  que  fait  l'élément 
ds  =  \^Mp^-\-'iVdp.dq-{-(^dq^  avec  la  ligne  du  premier  système  qui  passe 
parle  commencement  de  l'élément;  et  supposons,  pour  éviter  toute  am- 
biguïté, que  l'angle  0  est  toujours  compté  à  partir  de  la  branche  de  cette 
ligne  pour  laquelle  p  augmente,  et  est  regardé  comme  positif  du  côté  où  les 
valeurs  de  q  augmentent  elles-mêmes.  Cela  posé,  il  est  très-aisé  de  voir  que 
l'on  a 

^ —            , —            ,        ^dp  +  ¥dq 
cos0.ds  =  l/E.dp-)-KG.cosw.ag=^ — ;=- — • 


smG.as  =  i/G.smo).  da  — = — 3. 

»/E 


3f> 


XVIll. 


Nous  chercherons  maintenant  (juelle  est  la  condition  pour  que  celte  ligne 
soit  une  géodésique.  Pufsque  la  longueur  s  est  exprimée  par  {"intégrale 

la  condition  du  minimum  exige  que  la  variation  de  celle  intégrale  soit  nulle 
pour  un  changement  inliniment  petit  dans  le  tracé  de  la  ligne.  J.e  calcul 
auquel  nous  allons  être  conduits  sera  le  plus  simple  possible,  si  nous  con- 
sidérons]) comme  une  fonction  de  q.  Un  aura  alors,  en  représentant  la  va- 
riation de  chaque  quantité  par  la  caractéristique  o 

f(^^.dp^  +  ^.dp.dq  +  'l^.dq^y^pM^i^dp+2Fdq]dâp 
^ï.dp  +  ¥dq    ^ 

lis        •    y 

[d-p-'P''r'W'P-^^^  +  Tp-''r       ^Y.dp+,dq  ) 
V  2  ds  ds  / 


/ 


et  il  est  constant  que  les  quantités  comprises  sous  le  signe  /  doivent  s'éva- 
nouir indépendamment  de  ^p.  On  aura  donc 

dE'    ,  ,   ,    2dF     ,       ,     ,   de,     ,  ■      ,^  .      ,Erfp  +  F£i^ 
-^.dp^+-^.dp.dq  +  j-^.dq^=Uh.d      ^l       ^ 

^  ,     ,     .—  ds.dE.cosO  ,     ,       , —  . 

=  2t/s.(/.J/Ecosôz= -= —  —  2(/s.f  e.l    E.smO 

l/E 

_{Edp+Fdq)dE 


E 


—  2l^EG—¥'.dq.dB 


r^*4^r(i"^+f"')-^^'^^'"-'"- 
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i:i  lie  là  nous  lirons,  pour  h  ligne  géodésiqne ,  l'équalion  de  condition 
suivante 

IF     (iE     j     ,1  F     dE      ,     ,   I  (lE 


il:     dp       '■        2E     dq        '       idq       ^ 
dF      ,         I  de,      , 

-rp''P-idj,-'''^' 

qu'il  est  permis  d'écrire  ainsi 

1/ EG  —  F*  .  */  0  =  -  -  .  rfE  +  -ï  -7-  .  dp j-  ■  dp  —T\-j~  ■  dq. 

'2E  2  dq       '        dp       ^       idp       ' 

Du  reste,  au  moyen  de  l'équation 

E  dp  F 


cot  y  : 


l/EG— F'  ■  <i'}      l^EG  — F'' 


on  pourrait  éliminer  5  de  l'équation  ci-dessus,  et  obtenir  ainsi  une  équation 
ditTérenlielle  entre  p  et  q;  mais  elle  serait  plus  compliquée  et  moins  utile 
pour  les  applications. 


XIX. 


Les  formules  générales,  propres  à  représenter  la  mesure  de  la  courbure 
et  la  variation  de  la  direction  de  la  géodésique  ,  auxquelles  nous  sommes 
parvenus  dans  les  §§  XI  et  XVIII,  deviennent  beaucoup  plus  simples  lorsque 
les  quantités  p  ei  q  sont  choisies  de  telle  manière  que  les  lignes  du  premier 
système  coupent  partout  orthogonalemenl  les  lignes  du  second,  c'est-k-dire 
de  manière  que  l'on  ait  généralement  m  =  90",  ou  F  =  o.  On  a  alors,  en 
effet,  pour  la  mesure  de  la  courbure, 

-'-(0+0)' 


38 

et  pour  la  variation  de  l'angle  9, 

Parmi  les  différents  cas  dans  lesquels  celte  condition  d'orthogonalilé  est 
remplie,  il  faut  en  premier  lieu  remarquer  celui  où  toutes  les  lignes  de  l'un  ou 
lie  l'autre  système,  par  exemple  du  premier,  sont  des  géodésiques.  Alors, 
pour  une  valeur  constante  de  q,  l'angle  9  devient  =  o,  et  par  suite  l'équation 
ci-dessus ,  qui  donne  la  variation  de  l'angle  6 ,  montre  que  l'on  doit  avoir 
jj  =0,  ce  qui  veut  dire  que  le  coefficient  E  sera  indépendant  de  q,  et  sera, 
par  conséquent,  ou  bien  constant  ou  bien  fonction  de  la  seule  indéterminée 
p.  On  pourra  d'ailleurs  adopter  simplement  pourp  la  longueur  elle-même 
de  chaque  ligne  du  premier  système,  comptée,  si  toutes  les  lignes  du  pre- 
mier système  concourent  en  un  point,  à  partir  de  ce  point,  ou,  autrement, 
à  partir  d'une  ligne  quelconque  du  second  système.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  les  indéterminées  p  et  ç  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  quantités  que 
nous  avons  désignées  par  r  et  9  dans  les  §§  XV  et  X\I  ;  il  est  clair  aussi  que 
l'on  a  E  =  1 .  De  cette  manière  les  formules  précédentes  se  changent  en 
celles-ci  : 


ou ,  en  posant  l^G  =  m ,  . 

,  I  d*m  , ,  dm     , 

k  = j^  ,  d  9  = T-  ■  dq. 

m  dp*  dp      ^ 

Généralement,  m  sera  une  fonction  dep  et  de  q,  et  mdq  l'expression  d'un 
élément  quelconque  d'une  ligne  du  second  système.  Mais  dans  le  cas  parti- 
culier où  toutes  les  lignes  p  partent  d'un  même  point,  on  aura  évidemment 
pourp=o,  m=o;  si  donc,  dans  ce  cas,  nous  adoptons  pour  9  l'angle  même 
que  le  premier  élément  d'une  ligne  quelconque  du  premier  système  fait  avec 
l'élément  de  l'une  d'elles  choisie  pour  terme  de  comparaison,  et  si  nous  re- 
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marquons  que,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  p,  l'élément  d'une  ligne 

du  second  système  (que  l'on  peut  considérer  comme  un  cercle  décrit  d'un 

rayon  p],  sera.  =pdq,  nous  aurons ,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  p, 

im 
dp 


m,=p,  et  par  suite,  pour])=o,  à  la  fois  m  =  o  ^  =  1- 


XX. 


Arrêtons-nous  encore  un  moment  à  cette  supposition,  dans  laquelle  p 
désigne  la  longueur  indéfinie  d'une  ligne  géodésique ,  menée  d'un  point 
déterminé  A  à  un  point  quelconque  de  la  surface,  et  q  l'angle  que  le  pre- 
mier élément  de  cette  ligne  fait  avec  le  premier  élément  dune  ligne  géodé- 
sique donnée,  partant  du  point  A.  Soit  B  un  point  déterminé  sur  cette  ligne, 
pour  laquelle  q=o,  et  C  un  autre  point  déterminé  sur  la  surface,  pour  lequel 
q  aura  une  valeur  que  nous  désignerons  simplement  par  A.  Supposons  que 
les  points  B  et  C  soient  joints  par  une  ligne  géodésique,  dont  nous  désigne- 
rons, d'une  manière  indéfinie,  par  s,  comme  au  §  XVIII,  la  longueur  comp- 
tée k  partir  du  point  B;  nous  désignerons  aussi  par  0,  comme  dans  ce 
même  § ,  l'angle  que  chaque  élément  ds  fait,  en  un  point  quelconque, 
avec  l'élément  dp:  et,  enfin ,  par  G%  6'  les  valeurs  de  l'angle  5  dans  les 
points  B  et  C.  Nous  aurons  ainsi  sur  la  surface  courbe  un  triangle  compris 
entre  trois  lignes  géodésiques,  et  les  angles  en  BetC,  que  nous  désigne- 
rons simplement  par  ces  mêmes  lettres ,  seront  égaux ,  celui-là  au  complé- 
ment de  l'angle  5°  à  180°,  celui-ci  à  l'angle  9'  lui-même.  Mais  comme,  dans 
notre  analyse,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  voir,  tous  les  angles  doivent  être 
censés  exprimés,  non  en  degrés,  mais  par  des  nombres,  de  telle  sorte  que 
l'angle  de  57"  M'  45",  auquel  correspond  un  arc  égal  au  rayon,  soit  pris 
pour  unité,  il  faut  poser,  en  appelant  2r  la  circonférence  du  cercle 

S»=7:  — B,  e'  =  C. 

Cherchons  maintenant  quelle  est  la  courbure  intégrale  de  ce  triangle  ;  la 
courbure,  en  un  point  donné,  est  ^kdu,  d^  représentant  un  élément  su- 


perliciel;  et  comme  cet  élément  est  exprimé  par  indp.dq.  on  voit  qu'il  faut 
calculer  l'intégrale  /  fkmdp.dq,  pour  toute  la  surface  du  triangle.  Commen- 
çons par  l'intégration  suivant  p,  qui ,  à  cause  de  A;  ==  —  '  •''-",   nous  donne 

dm  '"  "1' 

dq.  (const.  —  — )  pour  la  courbure  intégrale  de  l'aire  comprise  entre  les  li- 
gnes du  premier  système  auxquelles  correspondent  les  valeurs  de  la  seconde 
indéterminée  q,  q  +  dq;  comme  cette  courbure  intégrale  doit  s'évanouir 
pour  p  =  o,  la  quantité  constante  introduite  par  l'intégration  doit  être  égale 
à  la  valeur  même  de  ^"'  pourp=o,  c'est-k-dire  k  l'unité.  Nous  avons  ainsi 
dq  (1—  ^),  expression  dans  laquelle  nous  devons  donner  k  |^  la  valeur 
que  prend  cette  fonction  au  point  où  l'élément  superficiel  que  l'on  consi- 
dère vient  aboutir  k  la  ligne  CB.  .Mais,  sur  celte  ligne,  on  a,  d'après  le  para- 
graphe précédent,  ;r^dq  =  —  dO,  en  sorte  que  noire  expression  se  cliange 
en  dq-{-d^j.  Intégrant  maintenant  entre  les  limites  ^=o  elq=\,  nous  obte- 
nons, pour  la  courbure  intégrale  du  triangle,  4-)-0' — ';''=.\4-B+C — r.. 

La  courbure  intégrale  n'est  autre  chose  que  l'aire  de  cette  portion  de  la 
surface  sphérique  auxiliaire  (|ui  correspond  an  triangle,  affectée  du  signe 
positif  ou  du  signe  négatif,  suivant  que  la  surface  courbe  sur  laquelle  le 
triangle  est  tracé  est  concavo-concave,  ou  concavo-convexe;  il  faut  d'ail- 
leurs prendre  pour  unité  de  superficie  le  carré  dont  le  côté  est  l'unité 
(le  rayon  de  la  sphèrei,  ce  qui  donne  i::  pour  la  surface  totale  de  la  sphère. 
Cela  étant,  la  portion  de  surface  sphérique  qui  correspond  au  triangle^stà 
la  surface  entière  de  la  sphère  comme  r±=  (A-)-B-f  C— t:)  est  k  4?:.  Ce  théo- 
rème, qui,  si  nous  ne  nous  abusons  point,  peut  être  compté  au  nombre 
des  plus  élégants  dans  la  théorie  des  surfaces  courbes,  peut  aussi  s'énon- 
cer de  la  manière  suivante  : 

La  somme  des  angles  d'un  tnun(jle  formé  par  des  lignes  géodésiqucs 
sur  une  surface  quelconque,  est  supérieure  à  180"  si  cette  surface  est 
concavo-concave ,  et  inférieure  à  180"  si  elle  est  concavo-convexe , 
d'une  quantité  qui  a  pour  mesure  l'aire  du  triangle  sphérique  qui  lui 
correspond,  d'après  les  directions  des  normales,  en  comptant  la  sur- 
face totale  de  la  sphère  pour  liO"  ('). 

(')  Voir  ci-après,  note  (c). 
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Plus  généralement,  dans  un  polygone  de  n  côtés,  dont  chaque  côté 
serait  formé  par  une  ligne  géodésiqiie,  la  dilïérence  (en  plus  ou  en  moins  , 
suivant  la  nature  de  la  surface)  entre  la  somme  des  angles  et  2.t  —  4  droits 
est  égale  à  l'aire  du  polygone  correspondant  sur  la  surface  sphérique , 
pourvu  que  l'on  prenne  720°  pour  la  surface  totale  de  la  sphère  ;  c'est  ce  qui 
découle  immédiatement  du  théorème  précédent,  en  imaginant  qu'on  ail  di- 
visé le  polygone  donné  en  triangles. 


XXI. 


Restituons  aux  caractères  p,  q,  F, F, G,  ''>  les  significations  générales  qui 
leur  avaient  été  attribuées  précédemment ,  et  supposons  que  la  nature  de  la 
surface  courbe  que  l'on  considère  soit,  en  outre,  définie  à  l'aide  de  deux 
variables  du  même  genre  ,  mais  différentes  ,  p'  et  q'  ;  de  telle  sorte  qu'un 
élément  linéaire  quelconque  ait  pour  expression  : 

^E'dp''-{-2F'dp'.dq+G'dq'\ 

Par  là,  à  chaque  point  de  la  surface,  défini  par  des  valeurs  déterminées 
des  variables  p  et  q,  correspondront  des  valeurs  déterminées  des  variables 
//  et  q',  en  sorte  que  celles-ci  seront  de  certaines  fondions  de  p  et  de  q, 
fonctions  dont  nous  supposerons  que  la  différeutiation  donne 

dp'=xdp-\-  [idq, 
dq  =ydp-\-ddq. 

Nous  nous  proposons  en  ce  moment  de  découvrir  la  signification  géomé- 
trique de  ces  coefficients,  y.,  [i,  y,  â. 

On  peut,  d'après  ce  qui  précède,  concevoir,  sur  la  surface  courbe,  quatre 
systèmes  de  lignes  ,  pour  lesquelles,  respectivement ,  p,  q,  p'  et  q'  seront 
des  constantes.  Si ,  jtar  le  point  déterminé  auquel  correspondent  les  valeurs 
p,  fj,  p',  1 ,  nous  supposons  qu'on  mène  les  quatre  lignes  de  ces  systèmes, 

G 
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les  cléments  de  ces  lignes  qui  correspondront  aux  variations  positives  dp, 
dq,  dp',  dq,  seront 

\yE.dp,  \yG.dq,  \yW.dp',  l-^ïy.dq'. 

Les  angles  que  les  directions  de  ces  éléments  font  avec  une  direction  fixe 
arbitraire,  nous  les  appellerons  M,  N,  M',  N',  en  les  comptant  dans  le  sens 
où  la  seconde  ligne  est  placée  par  rapport  à  la  première,  de  telle  sorte  que 
sin  (N — M)  soit  une  quantité  positive;  nous  supposerons  (ce  qui  est  permis) 
que  la  quatrième  ligne  soit  placée  de  la  même  manière  par  rapport  à  la 
seconde,  de  telle  sorte  que  sin  (N' — M')  soit  aussi  une  quantité  positive. 
Cela  posé,  si  nous  considérons  un  autre  point,  intiniment  peu  distant 
du  premier,  auquel  correspondent  les  valeurs  p-^dp,  q-}-dq,  p'-j-dp', 
q'-\-  dq',  il  nous  suffira  d'une  légère  attention  pour  voir  que  l'on  a  généra- 
lement, c'est-à-dire  indépendamment  des  valeurs  des  variations  dp,  dq, 
dp',  dq', 

l/Ë".  dj; .  sin  M-f  l  ^G".  df/ .  sin  N  =:l/f".  dp' .  sin  M'+ l/(f .  dç' .  sin  N', 

car  chacune  de  ces  expressions  n'est  autre  chose  que  la  dislance  du  nou- 
veau point  à  la  ligne  à  partir  de  laquelle  les  angles  des  directions  sont 
comptés.  Mais  nous  avons,  d'après  une  notation  déjà  introduite,  N — M=w. 
et  nous  ferons,  par  analogie,  IN' — M'=m';  nous  poserons  aussi  N  —  W=  !^. 
De  celte  manière,  l'équation  que  nous  venons  de  trouver  prendra  la  forme 
suivante  :  . 

l^W.  dp .  sin  ( M'—  oi  +  ■]-  )  4-  l ^G .  dq .  sin  (M'-f  ^  ] 
=  iyW .dp  .s'inM'+l^W .dq' .sin  [m'+  m'), 

ou  celle-ci  : 

\y"¥.dp. sm  (N'— w— f.>'-|-'|)  +  l-'G".dy.sin  (N'— r.)'+'|) 
^l/r.dp'.sinlN'— «')  +  |/(V.dr/.sinIS'. 

Et  comme  ré(|uation  qui  nous  a  conduits  à  ces  deux  formules  doit  évidem- 
ment exister  indépendamment  de  la  direction  initiale,  nous  pouvons  choisir 
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arbitrairement  cette  direction.  Faisant  donc  N'=o  dans  la  seconde  formule, 
et  M  =0  dans  la  première,  nous  obtiendrons  les  équations  suivantes  : 

l/E'. sin  &)' . dp'=:  l^Ë. sin  (m  +  './—  •]>) .  dp  +  l/G . sin  ('.)'—  |) . dq, 
l/G'.sinM'.</^':=t/E.sin  (■}  — w).dp+ l^G-sin  |.dg. 

Ces  équations  devant  être  identiques  à  celles-ci  : 

dp'=x  dp-{-[:j  dp, 
dq'  =  y  dp-\-o  dq, 

on  pourra,  par  là,  déterminer  les  valeurs  des  coeQicients  x,  ,3,  •/,  d.  Ces 
valeurs  seront 

E'  sin  '.)'        '  E'       sin  «' 

G'      sin  w'  G'    sin  w' 

à  quoi  il  faut  joindre  les  équations 

F  F' 

COS  «  =      . '  COS  '•>'=:  ■ 


l/EG  P^E'G' 

sin . =V/'ME!!,        sin ..  =V/EEEr . 

EG  EG' 

à  l'aide  desquelles  on  peut  écrire  les  quatre  équations  précédentes  comme 
il  suit  : 

a l/EG  — F'  =  I^ËG' . sin  (r.)  +  f.»  — ■  '^ ] , 
,- l/E'G  — F'  =  l/GG' . sin  (63  —  ■} ) , 
■/l^E'G'— F''  =  l^ËË'.sin  \:\  —  "^), 
oVe'G  — F''  =  »/GF.sin']/. 

Comme  par  les  substitutions  dp'=:xdp-\-[idq,  dq'=ydp-\-ddq,  le  trinôme 

E'  dp''  +  2F'dp'.dq'+G'dq'* 


doit  se  changer  en  Ed;j'-f  âF^/p.ï/ç  +  G^/v',  nous  obtenons  facilement 

EG  —  F'  =  (E'G—  F'']  («-;  —  ^y/X-  ; 

et  comme,  inversement,  le  deuxième  trinôme  doit  se  changer  en  le  premier, 
par  les  substitutions 

[xo  —  fjy)  dp=:âdp'—Çidq',       {x'j  —  .iy)  dq  =—y  dp' -\- y-dq  , 
nous  trouvons  aussi 

E.-_2Fyd^  +  G-/=||^;.F;. 

E  [y]  -  F  (.a-+  ,3y)  +  Ga-/  =  ^,]j  ~  ^.^  .  F', 

E  fi'  -  2  F  <j  4-  G  ^^  =  ^,|:,~  p,-'  •  G-. 


XXII. 


Des  recherches  tout  à  fait  générales  exposées  dans  le  §  précédent,  nous 
allons  descendre  à  une  application  très-étendue  dans  la(|uelle,  en  conser- 
vant kp  ei  q  leurs  significations  les  plus  générales,  nous  adopterons  pour 
p'  et  q'  les  quantités  que  nous  avons  appelées  r  et  o  au  §  XV,  en  nous 
servant  encore  de  ces  mêmes  caractères  ,  de  sorte  que,  pour  chaque  point 
de  la  surface,  ?•  sera  la  plus  courte  dislance  de  ce  point  à  un  point  pris 
pour  origine,  et  o  l'angle  compris  à  l'origine  entre  le  premier  élément  et 
une  certaine  direction  lixe.  Nous  avons  ainsi  E  =  1,  F'=o,  '.>  =  90°;  nous 
poserons,  en  outre,  ^Q'=m,  en  sorte  qu'un  élément  linéaire  quelconque 
deviendra  ==^dr*-i-m-df.  De  cette  manière,  les  quatre  équations  expri- 
mant X,  [i,  y,  ^,  auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  le  §  précédent, 
nous  donneront  : 


dr 


dp' 


(1)  I^E'.cos  ('.)  —  !)  = 

(2)  ^/G.cos^  =  ^. 

(3)  l^Ë.sin  (■]>-'■>)  =  m. g|, 

(4)  l/G.sin]>  =  m.^. 

Les  deux  dernières  équations  du  §  précédent  donnent,  en  outre, 


(6) 


\      dq  dpj  dq      \      dq  dp)  dp 


C'est  de  ces  équations  qu'il  faudra  se  servir  pour  la  détermination  des 
quantités  r,  y,  '^  et  (au  besoin)  m,  en  fonction  de  p  et  y;  l'intégration  de 
l'équation  (5)  donnera  r;  r  étant  trouvé,  l'intégration  de  l'équation  (6)  don- 
nera 9;  ensuite,  l'une  ou  l'autre  des  équations  (1),  (2)  fera  connaître  ■^; 
enfin  m  s'obtiendra  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre  des  équations  (3),  (4). 

L'intégration  générale  des  équations  (o),  (6)  doit  nécessairement  intro- 
duire deux  fonctions  arbitraires  dont  nous  comprendrons  facilement  la  si- 
gnilicalion  si  nous  réfléchissons  que  ces  équations  ne  sont  pas  limitées  au 
cas  que  nous  considérons,  mais  qu'elles  subsistent  encore  en  prenant  r  et  © 
dans  la  signification  plus  générale  que  nous  leur  avons  donnée  au  §  XVI, 
de  telle  sorte  que  ?•  soit  la  longueur  de  la  ligne  géodésiq'ue  comptée  à 
partir  d'une  courbe  arbitraire  qui  la  rencontre  normalement,  et  (5;  une  fonc- 
tion arbitraire  de  la  longueur  de  li  portion  de  cette  dernière  courbe  inter- 
ceptée enlre  la  géodésique  et  un  point  arbitrairement  choisi.  La  solution 
générale  doit  embrasser  toutes  ces  choses  dans  leur  généralité  ;  mais  les 
fonctions  arbitraires  se  changent  en  des  fonctions  déterminées  (|uand  on  se 
donne  la  ligne  arbitraire  et  la  fonction  que  '-^  doit  représenter.  Dans  le  cas 


où  nous  nous  sommes  placés,  on  peut  adopter  un  cercle  infiniment  petit, 
ayant  son  centre  au  point  même  à  partir  duquel  les  distances  r  sont  comp- 
tées, et  y  représentera  les  portions  en  lesquelles  ce  cercle  est  divisé  par  les 
différents  rayons;  d'où  l'on  conclut  aisément  que  les  équations  (o)  et  (6) 
suffisent  complètement  pour  ce  cas,  pourvu  que  les  fondions  qu'elles  lais- 
sent arbitraires  soient  déterminées  par  la  condition  d'exprimer  convenable- 
ment *■  et  9 ,  soit  pour  le  point  initial ,  soit  pour  les  points  qui  en  sont  inlini- 
ment  peu  distants. 

Au  reste,  pour  ce  qui  regarde  l'intégration  des  équations  (5)  et  (6),  on 
peut  la  ramènera  l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires,  mais 
tellement  compliquées  qu'elles  n'offriraient  guère  d'utilité.  Au  contraire,  le 
développement  en  séries,  qui  est  bien  suffisant  pour  les  applications  prati- 
ques toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  portions  de  surfaces  restreintes ,  n'est 
sujet  à  aucune  difliculté  ;  des  formules  auxquelles  on  arrive  ainsi  découle, 
comme  d'une  source  féconde,  la  solution  d"un  grand  nombre  de  problèmes 
extrêmement  importants.  Nous  nous  contenterons  de  traiter  ici  un  exemple 
particulier,  pour  montrer  le  caractère  de  la  méthode. 
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Nous  considérerons  le  cas  où  toutes  les  lignes  pour  lesquelles  p  est  cons- 
tant sont  des  lignes  géodésiques  coupant  normalement  la  ligne  pour  laquelle 
0  =  0,  ligne  que  nous  pourrons  regarder  comme  axe  des  abscisses.  Soit  A  le 
point  pour  lequel  /=o,  D  un  point  quelconque  sur  l'axe  des  abscisses, 
\[)=p,  B  un  point  quelconque  sur  la  ligne  gèodésique  normale  à  AD  en  D, 
etBD  =  ç,  de  telle  sorte  que  p  puisse  être  considéré  comme  l'abscisse,  q 
comme  l'ordonnée  du  point  B  ;  nous  prenons  les  abscisses  positives  sur 
cette  branche  de  l'axe  des  abscisses  pour  laquelle  9=:o,  r  étant  toujours 
pour  nous  une  quantité  positive;  et  quant  aux  ordonnées,  nous  regardons 
comme  positives  celles  qui  se  rapportent  à  cette  région  de  la  surface  où 
l'angle  s  a  des  valeurs  comptées  de  0"  à  180". 
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D'après  le  théorème  du  g  XVI,  nous  aurons  m  =  90",  F  =  o,  et  aussi 
G=l;  nous  poserons ,  en  outre,  ^E  =  n;  n  sera  une  certaine  fonction 
de  p  et  de  q,  telle  que  pour  q  =  o,  sa  valeur  sera  =  1 .  L'application  de  la 
formule  donnée  dans  le  §  XVIII  au  cas  actuel ,  montre  que  dans  une  géo- 
désique  quelconque,  on  doit  avoir  dO  =  —  '£-dp,  5  représentant  l'angle 
compris  entre  un  élément  de  cette  ligne,  et  un  élément  de  la  ligne  pour 
laquelle  q  est  constant;  et  comme  la  ligne  des  abscisses  est  elle-même  ici 
une  géodésique,  et  que,  pour  tous  ses  points,  on  a  0  =  o,  il  est  clair  que 
pour  q=  0,  on  aura  partout  '1^  =  0.  De  là  nous  concluons  que  si  «est  dé- 
veloppé en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  q,  celte  série  aura  la 
forme  suivante  : 

n-=\-\-IY-  +  gq' +  hq' -{-elc, 

f,  (j,  h,  etc.,  étant  des  fonctions  de  p  ;  nous  poserons,  d'autre  part, 

/■=/■" +rp  +  rP*  + etc., 
5'— 5" +  £'>  +  . 7  "P'  + etc., 
h=  /i"+  h'p  +  h"p*  +  etc., 

et  nous  aurons  ainsi 

n=\+  foq'  +  f'pq*  +  ["fq^  +  elc. , 

+  .7°  7'  +9'Pf  +etc., 
+  h'q'  -l-elc. 


XXIV. 


Les  équations  du  §  XXII  nous  donnent,  dans  le  cas  actuel, 
,.sm.f  =  ^,cos.|  =  ^,     -ncos.|  =  m.^,smt-m.|i. 

\dqj        \dpj  dq     dq^dp     dp       "• 
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A  l'aide  de  ces  équations,  dont  la  cinquième  et  la  sixième  sont  maintenant 
renfermées  dans  les  autres,  on  pourra  développer  en  série  r,  z,  ■!>,  m,  ou 
des  fonctions  quelconques  de  ces  quantités;  parmi  ces  séries,  nous  établi- 
rons ici  celles  qui  sont  le  plus  dignes  d'attention. 

Puisque,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  p  et  de  7,  on  doit  avoir 
r'=zp'-f  ^»,  la  série  qui  donne  /■'  doit  commencer  par  les  termes  p*-)-  7'  : 
nous  obtenons  les  termes  d'ordre  supérieur  par  la  méthode  des  coetïicienls 
indéterminés  ('),  au  moyen  de  léqualion 

^n     dp  y>        \dq  / 
savoir  : 

[1]      r'=p'4-î'+§r/'?'  +  2r;'=9'4-Jr-^r')p'?*+etc. 

1  2 


+  (î''"-ki''")p''i'- 


1    d.r' 


Et  de  là  nous  tirons ,  en  nous  aidant  de  la  formule  r  sin  |  :=  —  ■  -^ , 


[^H  —  i^g'pg'—fg'p'f 


-(i"'-hi''')p'^'' 


et  de  même ,  à  l'aide  de  la  formule  r  cos  1  ^^  ^  "70"' 


(')  Nous  avons  jugé  inutile  de  donner  iei  re  calcul,  (ju^on  |ieul  il'ailleuis  abrégera 
l'aide  de  quelciucs  arlifices.  {!Sole  de  W.  Gauss.) 
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(3)   (  +|g0p,ç,^3^y^. 

équations  dont  la  combinaison  fait  connaître  l'angle  4'-  De  même  l'angle  (f 
s'obtiendra,  sous  la  forme  la  plus  convenable,  au  moyen  des  séries  dans 
lesquelles  se  développeront  r  cos  9  et  r  sin  9  ;  pour  cela,  il  faut  se  servir 
des  équations  aux  diiïérentielles  partielles 

d.rcoscp  .    ,  .        d* 

— ^-— î:  =  n  cos  9,  sm  ({>  —  r  sm  ?.  -^ , 

d.rcosç  ,  .         d9 

— -T — i  =  cos  çp .  cos  'J^i  —  r  sin  ç  .  y- . 

d-rsinq/  .         •    ,   ,  d? 

— -^j-^  =  n  sm  9 .  sm  I  +  r  cos  çp.  -^ , 

(Z.j'sino        .  ,   ,  d(» 
— i  =  sm  9  .  cos  •}  +  r  cos  ç  .  -p. 

7^cos^-|  +  sin^^  =  o, 

dont  la  combinaison  donne 

rsini    d.rcostp  ,  ,    d.rcos9 

. -, — ~  +  r  cos  '1 . j — i  =  r  cos  9 , 

n  dp        '  ^        dq  ^ 

ï'sin-l/    d.rsinw  ,  ,    d.rsino 

■  — j — -^  +rcos'}.  — -j — -  =  rsm  9. 

n  dp  ^         dq  ^ 

De  là  on  déduit  facilement  les  séries  qui  donnent  r  cos  cp,  r  sin  ç  ;  ces  séries, 
dont  les  premiers  termes  doivent  évidemment  êtrep  et  q,  sont  les  suivantes  : 


cos^^=.p+lrpr+^^f'fq^+(^f-j'--f^r^^p^q^  +  ... 

7 
20 


(*M  +  T^g'pq'+éiy'p'q' 


no 


rsin 


'i='i-lrp'q-lrv'<i-{l,r-^,f-)p^9-- 


(^)  (  —ig''p'q'-^<j'p'q' 


(l'^"+^^"0^'^'- 


De  la  combinaison  des  équations  [2],  [3],  [4],  [5],  on  pourrait  tirer  une 
série  pour  r^  cos  (']>  +  !}') ,  et  de  là,  en  divisant  par  la  série  [1] ,  une  série 
pour  cos  ('j'+'f),  à  l'aide  de  laquelle  on  pourrait  arriver  à  une  série  donnant 
l'angle  4^  +  ?  lui-même.  Mais  on  obtient  ce  dernier  résultat  d'une  manière 
plus  élégante  comme  il  suit.  En  différentianl  la  première  et  la  deuxième  des 
équations  que  nous  avons  écrites  au  commencement  de  ce  § ,  nous  obte- 
nons 

sm  'II.  T-  +  «  cos  'v.-T-  +  sin  1 .  V-  =  <">  ; 
^    dq  ^  dq  ^    dp 

équation  qui ,  combinée  avec  celle-ci  : 


U  cos  ■{/ .  y- 4- SU)  'i 

dp 

nous  donnera 

/•  sin  'h     dn      r  sin  'l     (/  {'1>  +  9) 

-^rco^'l   '^*'^  +  '^ 

»      '  dq          n      '       dp 

+-/tOSy.        ^^ 

De  cette  équation  nous  tirerons  facilement,  |iar  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  une  série  pour  <\'-\-'j';  cette  série,  dont  le  premier  terme  doit 
êlreâ  77  (le  rayon  étant  pris  pour  unité ,  et  2-  étant  la  circonférence  du  cer- 
cle) sera  la  suivante  : 


3 


5^ 

Il  nous  parait  utile  de  développer  aussi  en  série  l'aire  du  triangle  ABD. 
Pour  ce  développement ,  nous  nous  servirons  de  l'équation  de  condition 
suivante,  q^ue  l'on  déduit  de  considérations  géométriques  aisées  à  décou- 
vrir (').  et  dans  laquelle  S  est  l'aire  cherchée  : 

r  sin  'i    dS  ,  ,     dS      r  sin  'l   .    , 

•  j-  +  r  cos  ■}  •  -T-  = S  ndq, 

n        dp  ^     dq  n  ' 

l'intégration  ayant  pour  point  de  départ  la  valeur  g  =  o.  El  de  là  nous  obte- 
nons, par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  : 


{ro''-mf'')p'^'- 


XXV. 


Des  formules  du  §  précédent,  se  rapportant  à  un  triangle  rectangle 
formé  par  des  lignes  géodésiques,  nous  allons  nous  élever  à  des  formules 
tout  il  fait  générales.  Soit  C  un  autre  point  sur  la  même  ligne  géodésique  DB, 
pour  lequel ,  p  restant  le  même,  les  caractères  q',  r',  9',  'Y,  S',  désigneront 
les  mêmes  choses  que  q,  r,  9,  ■]>,  S  pour  le  point  B.  Nous  obtenons  ainsi 
un  triangle  ABC  ,  dont  nous  représenterons  les  angles  par  A,  B,  C,  les  côtés 
opposés  à  ces  angles  par  a,  b,  c,  et  la  surface  par  a;  nous  exprimerons 

C)  Voir  ri-après  noie  (d). 
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para,  f-i,  y,  la  mesure  de  la  courbure  dans  les  points  A,  B,  C;  supposant 
d'ailleurs  (ce  qui  nous  est  permis)  que  les  quantités  p,q,  q — q'  soient  posi- 
tives, nous  avons 

A  =  'f  — 9,         B=:'|,         C=7:  — f, 

a  =  q  —  q',        b  =  r',        c  =  r,        7  =  S  —  S'. 

Avant  tout,  nous  développerons  7  en  série.  En  changeant,  dans  la  for- 
mule [7],  chacune  des  quantités  qui  se  rapportent  à  B,  en  celles  qui  se  rap- 
portent à  C,  on  obtient  S',  et  par  là,  en  poussant  le  calcul  jusqu'aux  quan- 
tités du  sixième  ordre, 

^  —  IriP'  +  q'  +  qq'  +  g''] 
''=^p{q-q'){   -^f'p{(>p'+^q'+^qq'+^fr) 

-4(^  9"  [q  +  q')   [dp'  +  iq'-hiqq'+iq") 
Cette  formule,  au  moyen  de  la  série  [2],  savoir  : 

csiilB=p(l-i/-Vy=-irP9*-^(/»î= -...), 
se  change  en  celle-ci  : 

i^-lfir-q'  +  qq+q'') 

7=-acsinBJ    _A/-p(Gp*_8y'-f799'  +  7(/'') 

—  rfi^fq+^p'q-^q'+^q'q'+^qq'+^q'V 

La  mesure  de  la  courbure  pour  un  point  quelconque  de  la  surface  (d'après 
le  §  XIX,  où  711,  p,  q  avaient  respectivement  les  significations  que  nous 
attribuons  ici  à  n,  q,  p]  est 

_\_    d'n_      2f-\-C)Cjq-r]2hq^  +  ... 
n' dq'~  ]-\-fq' -{-... 

=  — 2/"— 6(/9  — (I2/1  — SP)?'--- 


S3 

D'où  il  suit  que,  si  p  el  rj  sq  rapportent  au  point  B ,  on  a 

ri  —  -'2r-2f'p-6g''q  —  2f"p'-Qg'pq 

—  (12/1»  — a/'o'jg»  — ..., 

on  a  de  même,  pour  les  points  C  et  A , 

y  =  -2r-irp-6(fq'--2rP'-^9'Pfl' 

—  (12/1"  — 2f')g''  — ..., 

«  =  —  2/'». 

Introduisant  ces  quantités  dans  la  série  qui  donne  o-,  nous  obtiendrons  l'ex- 
pression suivante,  qui  est  rigoureusement  exacte  jusqu'aux  quantités  du 
sixième  ordre  (exclusivement) 

a  =  iacsinBJ    +-1- (3  (3^*  _  6^'  + 6^^' +  3^1 

On  peut,  sans  sortir  des  mêmes  limites  d'approximation,  remplacer  p,  q 
et  q  respectivement  par  c  sin  B,  c  cos  B,  c  cos  B — a,  et  l'on  a  ainsi 

1  +  7^-  «  (3  a'  +  4  C  —  9  ac  cos  B) 

1         .       1  1 

(8)     (7=-acsinB      +         p  (3  «^ -f  3  c' —  12  ac  cos  B)  ^ 

+  ~y  [!ta'-\-^c'-^  ac  cos  B) 

El  comme,  dans  cette  équation,  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  ligne  AD,  menée 
perpendiculairement  sur  BC ,  a  disparu ,  nous  pouvons  permuter  ensemble 
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les  points  A,  B,  C,  et  nous  obtiendrons,  toujours  dans  les  mêmes  limites 
d'approximation , 

I  +  y^  a  (  ;3  6'  +  3  C  —  U>  6c  eus  i  ) 

(9)  '7  —  -bcs\nx{    _j-_L  5  (36'+ 4c*— 9  6c  cos  A) 
+  y^  •/  (4  6*  +  3  c*  —  9  6c  cos  A) 

1  +  -1^  a  (3  a'  +  4  6'  —  9  a6  cos  C) 

(10)  «Jz=ia6sinC(    +  ^  (3  (4  a' +  3  6' —  9  «6  cos  C) 
+  -i^y  (3a'  +  3  6=  — l2fl6cosC)| 


XXVI. 


On  peut,  avec  avantage,  introduire  ici  la  considération  du  triangle  plan 
rectiligne  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c;  les  angles  de  ce  triangle,  que  nous 
désignerons  par  A*,  B*,  C*,  diffèrent  des  angles  du  triangle  sur  la  surface 
courbe,  c'est-à-dire,  de  A,  B,  C,  de  quantités  du  second  ordre,  et  il  n'est  pas 
sans  intérêt  de  développer  avec  soin  ces  différences.  iNous  nous  contenterons 
du  reste  de  poser  les  bases  des  calculs  auxquels  on  est  ainsi  conduit,  cal- 
culs plus  prolixes  que  difficiles. 

En  changeant  dans  les  formules  [11,  [4],  [5]  les  quantités  qui  se  rappor- 
tent à  B  en  celles  qui  se  rapportent  à  C,  nous  trouverons  les  formules  pro- 
pres à  donner  /•',  r'cos9',  r'siny'.  Alors  le  développement  de  l'expres- 
sion 

r*  +  r'*  —  {(j  —  q'y  —  2  r  cos  9  .  r'  cos  9  —  2  r  sin  9 .  r'  sin  9', 


qui  est 
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=  6'  +  c'  —  a*  —  2  6c  (cos  A*—  cos  A), 


combiné  avec  le  développement  de  l'expression 


r  sin  'f .  r  cos  'f  —  r  cos  'f  .  r  sm  y 


qui  est  =  bc  sin  A,  fournit  la  formule  suivante  : 


cos  A*  —  cos  A 

=  —  (q — q']p  sin  A. 


,+ 


|+(^/t"-:4r')  (9'  +  ?î'  +  î")+-] 


D'où  l'on  tire,  jusqu'aux  quantités  du  cinquième  ordre, 


k*  —  k^  —  {q  —  q']p{-i-^g'p{q  +  q')+-^h'>{q*-^qq'  +  q'') 

-^  r  (lp'  +  lq'+\2qq+lq'') 


En  combinant  cette  formule  avec  celle-ci 


2a  =  ap[^4-ir(P*  +  9'  +  9î'  +  î"--)]. 


et  avec  les  valeurs  des  quantités  a,  |3,  y  trouvées  dans  le  §  précédent,  nous 
obtenons,  jusqu'aux  quantités  du  cinquième  ordre, 


Par  des  opérations  semblables,  nous  trouvons 


Réunissant  ces  résultats,  et  remarquant  que  la  somme  A*+B*  +  C*  est 
^ale  k  deux  angles  droi 
sur  deux  droits,  savoir  : 


égale  k  deux  angles  droits,  nous  en  concluons  l'excès  de  la  somme  A+B+C 


il  1  1  I  4 

3^+3H  +  37  +  3/  p*-i-^yp(q-\-q) 
+  [^h^-^r)  iq'-qq'-q') 

On  aurait  pu,  du  reste,  déduire  aussi  cette  dernière  équation  de  la  formule  [6]. 
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XXVII. 


si  la  surface  courbe  est  une  sphère  dont  le  rayon  =11,  on  aura 

«  =  S  =  y=— 2/'"  =  ^,  f"=^o.  g'  =  o,  G/C  — /""'^o, 

ou  bien 

4 


h'  =  - 


24  R* 

Par  suite,  la  formule  [14]  devient 

laquelle  jouit  d'une  exactitude  absolue;  d'autre  part,  les  formules  [11], 
[12],  [13]  donnent 

ou,  dans  les  mêmes  limites  d'approximation. 


•^'  =  '-3^-Ï8^('^'  +  ^'^--'*'- 


8 


:>8 

Rn  négli.ueanl  les  quanlilés  ilii  qiiniriènte  ordre,  ces  formules  doniieiil  im- 
médinlemiMit  le  théorème  si  connu,  dû  à  l'illiislre  Legendre. 


XXVIII. 


INos  formules  générales,  quand  nn  rejette  les  termes  du  quatrième  ordre, 
deviennent  extrêmement  simples,  savoir  : 

A*==A-^a(-2«  +  rH-y). 

c/  =  (:  — ^^(^  +  ri  +  27). 

Ainsi,  les  anyles  A,  lî,  C,  sur  une  surface  non  spliérique,  doivent  subir  des 
réductions  inégales,  pour  que  leurs  sinus  deviennent  proportionnels  aux 
côtés  opposés.  L'inégalité,  généralement  parlant,  sera  du  troisième  ordre; 
mais  si  la  surlacp  dilTèrc  peu  d'une  splière,  alors  l'inégalité  atteint  un  ordre 
plus  élevé:  sur  la  surface  de  la  terre,  dans  les  triangles  mêmes  les  plus 
étendus  dont  il  soit  possible  de  mesurer  les  angles,  ou  peut  regarder  la  diffé- 
rence comme  tout  à  fait  insensible.  Par  exemple,  dans  le  plus  grand  triangle 
parmi  ceux  que  nous  avons  eu  l'occasion  de  mesurer,  il  y  a  quelques  années, 
celui  conquis  entre  les  points  Hohehagen,  Brocken,  Inselsberg,  dans  lequel 
l'excès  de  la  somme  des  angles  se  trouva  être  de  '14", 83348,  le  calcul  nous 
donna,  [loiir  les  réductions  applicables  à  chaque  angle, 

Hohehagen —  4",95H3, 

Brocken —  4",95104, 

Inselsberg —  4", 951 31 
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XXIX. 


Pour  terminer  ces  recherches,  nous  ajouterons  encore  la  comparaison 
de  l'aire  d'un  triangle  sur  une  surface  courbe  avec  l'aire  d'un  triangle  recli- 
ligne  ayant  a,  b,  r  pour  côtés.  Nous  désignerons  l'aire  de  ce  triangle  rectili- 
gne  par  o-*,  qui  sera 

=  TT  bc  sin  A*  z=~  ac  sin  B*  :=  ^  ab  sin  C*. 

2  2  2 

Nous  avons,  jusqu'aux  quantités  du  quatiième  ordre, 
sin  A*  =  sin  A  —  — ^  ■7  cos  A.  (i  5=  +  h  +  7), 

ou,  dans  les  nrêmes  limites  d'approximation. 


sin  A  =  sin  A* 


I  4-,^bccosA.  {2a  +  |3  +  y) 


En  substituant  cette  valeur  dans  la  lormule  [9],  an  aura,  jusqu'aux  quan- 
tités du  sixième  ordre , 

'+t1ô^^'^''*+'^'"~  -  '"^  '"'  ^' 
'7  =  ^bcsmA*l    +-j4q  r^  (3/>'+  iC—  i   bc  cos  \]\ 

+  1^0  '^  {ib*-\-:ic'—  4  i(;cos  a; 

ou,  avec  la  même  approximation, 

I'  +  Tfô  ^  («'  +  -  ^''  +  2  c']  +  j4j  r^  (2  a'  +  ^'  +  2  r  ; 
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Tour  une  surface  sphérique,  celle  équalion  prend  la  forme 


^^*[l4-^«(«*  +  ^'^  +  o]- 


Au  lieu  de  celle  formule,  on  peul  aussi,  comme  il  eslaisé  de  s'en  assurer, 
adopter  la  suivanle,  dans  les  mêmes  limites  d'approximalion  : 


.=.'V 


sin  A  .  sin  B  .  sin  C 
sin  A*,  sin  B*.  sin  C* 


Si  l'on  applique 'ces  formules  à  des  Iriangles  Iracés  sur  une  surface 
courbe  non  sphérique,  l'erreur,  généralement  parlanl,  sera  du  cin- 
quième ordre ,  el  loul  k  fait  insensible  dans  tous  les  Iriangles  qu'il  esl 
possible  de  mesurer  sur  la  surface  de  la  terre. 
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NOTES. 


I  a  I 

La  dénioiistialioii  ili;  M.  (latiss  prouve  riyoïircusemenl  que  loutrf  surlaoc  développable 
satisfait  à  l'i-qualion  diiïéienlieile  ^  J^~\(h^)  """'  nia'*''! ''''*^'ait»f'''i''c  voir  que, 
réciproquement,  celte  équation  ne  peut  appartenir  qu'à  une  telle  surface.  C'est  ce  qu'a 
flémontré  récemment  M.  Liouville,  en  se  servant  d'un  système  de  coordonnées  très-simple 
et  tout  à  fait  général.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  l'expression  d'un  élément  linéaire 
de  la  surface  est  rfs'=x  (rfa'  +  rfp^),  ce  qui  revient  à  supposer  F=o,  E=G,  dans  les  for- 
mules de  M.  Gaus'^;  et  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'on  peut  toujours  faire  celte  suppo'^ition. 
(Voyez  l'édition  de  la  CJumcIrie  iitiiihjliiiue  de  Monijc,  puhliée  par  M.  I.iouvillc—  18."'.0— 
Notes  II  et  IV.  —  Voyez  aussi  notre  Elude  des  mnfnres  rondmies,  ci-après.) 


ib) 

Les  théorèmes  des  §§  XV  et  XVI  résultent  immédiatement  de  la  considération  des  termes 
en  dehors  du  signe  f  dans  l'expression  donnée  au  §  XIV;  ces  termes,  négligés  par  M. 
Gauss,  doivent  être  écrits  ainsi,  en  ayant  égard  au  point  de  départ  (1)  et  au  point  d'arrivée 
(2),  et  supposant  que  la  longueur  s,  comptée  à  partir  d'une  certaine  courbe  de  dépari, 
soit  ado])tée  comme  variable  indépendante, 

d.c  Soc,-\-dy   !j^+dz  S:^  d.i  i.r,-Tdy3y,+dz  Sz, 

l^dx^  +  dy-'  +  d:'         ^    iy'dx'  + dy'  +  dz' 

Si  l'un  de  ces  termes,  le  second  par  exemple,  est  nul,  alors  la  géodésique  sera  normale 
à  la  courbe  de  départ;  et,  dans  ce  cas,  le  premier  terme  de\ant  s'évanouir  aussi,  il  en  ré- 
sulte que  la  géodésique  .sera  également  normale  à  la  courbe  d'arrivée.  Voyez,  au  surplus, 
ci-après,  notre  Mémoire  sur  les  trajectoires  minima  ;  nous  avons  donné,  dans  ce  Mémoire, 
aux  théorèmes  de  M.  Gauss  relatifs  aux  géodésiques,  toute  l'extension  dont  ils  sont  sus- 
ceptibles, du  moins  à  un  certain  point  de  vue. 
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Le  plan  pouvant  iMre  regardé  comme  la  iransition  entre  les  surfaces  conoavo-coneaves 
el  concavo-convexi's,  ce  qui  revient  à  dire  (juc  les  normales  onl,  pour  chaque  point,  une 
direction  constanle,  on  voit  que  le  ihéorénie  de  lu  somme  ries  mirjles  d'ini  iriamjle  plan 
égale  à  deux  droils,  vient  se  placer  ici  comme  un  cas  particulier  du  beau  Ihéoréme  de 
M.  r.auss. 


[d) 

Imaginons  (pfcn  prolonge  la  géodésique  AI»  d'une  longueur  l>l>'=Hrf;/,  e(  qu'on  mène 
en  D'  la  géodésique  orthogonale,  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa  rencontre  en  H  a\ec  la 
géodési(|ue  AH,  laquelle  es!  caractérisée,  en  coordonnées  r  ei  ?,  par  l'équation 

[Ij  y  =  (Constante. 


L'aire  BDD'B'  s'exprimera  pai-  l'Inlégrale  d/i  j  ndr/ ,  en  surle  qu 


e  I  on  aura 


dS  ,     ,   (/S  ,         ,      l'i 


~dr-=dpj  ,, 


les  variations  dp  cl  dij  étant  liées  ensemhle  par  l'équaliim  dilîéreiilielle,  déduite  de  II] , 

-r<l!>  +  -r  '''I  =""■ 

équation  qu'un  petit  remplacer  par  celle-ci 

l'.i]  —  «  cos  ip  .  rfp  +  sin  i}»  dij  =  i>. 

La  i-oinliinaisoii  des  deux  équations  ['2)  et  |:(|  donne  immédialrmcnt  l'équation 

r  sin  -Il    du  ,  dS,       r  sin  il"   l'i 

H         dp  d(j  "7 

o 

qui  est  l't'lle  dont  M.  Gauss  se  sei  t  pour  développer  S  ^n  série. 

'    — ■ ■  ■  »  


ÉTUDE 


DES 


SURFACES  CONTINUES. 
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ÉTUDE  DES  SURFACES  CONTINUES 


PAR    LA   COMPARAISON    DE   CES   SURFACES   AVEC    LE    PLAN    TAN(iENT   ET   LES 
SPHÈRES   OSCULATRICES   [*). 


I. 


L'équation  d'une  surface,  en  coordonnées  x,  y,  z,  l'origine  étant  sur  la 
surface  même,  peut  généralement  s'écrire  ainsi 

il  ne  renfermant  que  des  termes  d'ordre  supérieur  au  second ,  et  les 
coeHicients  (-^^  ,  (-^^  )  ,  etc. ,  étant  des  constantes  dont  la  valeur  est 

\(lX/u       \dlJ/o  ,  , 

celle  des  coefiicients  différentiels  \-^^  <  (^J  etc.,  pour  j-=o,  y=o,z=o. 

(')  Ce  Mémoire,  comparé  à  celui  que  nous  avons  déjà  publié  sous  le  même  titre,  offre 
quelques  dillVrenees  essentielles.  En  premier  lieu,  nous  développons  (§§  XIX,  XX  et 
XXI)  quelques  vues  nou\ elles  sur  la  courhure  des  surfaces.  Nous  avons  ensuite  abordé 
et  résolu,  à  l'aide  d'un  système  particulier  de  coordonnées  curvilignes,  diverses  ques- 
tions de  physique  matliémaliiiue  et  de  géométrie  pure  qui  présentent,  quand  on  are- 
cours  à  d'autri's  méthodes  de  calcul,  des  (liflu'nllé>  presqui!  insurtiionlables. 

9 


fi() 

Si  aucune  de  ces  constantes  n'est  infinie,  il  existera  im  cnntnct  dv  pre- 
mier ordre  enire  cette  surface  et  le  pian  dont  l'équation  serait 


[1] 


iè)f+(M)j' 


c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  :■  qui  correspondronl ,  pour  le  plan  et  pour  la 
surface,  à  des  valeurs  égales,  mais  quelconques,  de  x  et  y,  ne  ditïéreront 
que  de  quantités  du  second  ordre;  tout  autre  plan  ;  =  <-'../ -j-v;/  n'aurait  un 
contact  du  premier  ordre  avec  la  surface  que  suivant  une  direction  donnée, 
en  projection  ./■//,  par  l'équation 


dz 
dj' 


J'  + 


d'où 


j' 


'dz 
d. 


dz_ 
dy.. 


Le  plan  [I],  ainsi  caractérisé,  n'est  autre  chose  que  le  plan  tangent  de 
la  surface,  au  point  choisi  pour  origine  des  coordonnées.  Que  si  l'on  veut 
adopter  ce  plan  même  pour  plan  des  xy,  alors  l'équation  générale  de  la 
surface  prendra  simplement  la  forme 


[21 


=  _£:+:^  ,  ll  +  o 
2  A  ^  C  ^  2  B  ^ 


Réciproquement,  toute  surface  qui  a,  en  un  point  donné  M,  un  plan  tan- 
gent, c'est-à-dire,  qui  est  telle  que  les  directions  de  toutes  les  droites  qu'on 
peut  mener  de  ce  point  à  tous  les  points  infiniment  peu  distants  s'éloi- 
gnei\t  infiniment  peu  d'un  seul  et  même  plan  passant  par  le  point  M,  aura 
évidemment  une  équation  de  cette  forme,  en  prenant  ce  plan  pour  plan  des 
xy,  et  cette  équation  sera  telle  que  les  coefficients  des  termes  en  ,r%  xy  et  y^ 
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seront  nécessairement  finis,  ù  étant  d'ailleurs  une  quantité  finie  et  d'ordre 
supérieur  au  second.  Une  telle  surface  est  dite  continue  autour  du  point  M, 
et  c'est  seulement  de  ce  genre  de  surfaces  que  nous  nous  occuperons. 


il. 


Jl  ne  saurait  y  avoir,  en  général,  un  contact  du  second  ordre  entre  une 
surface  courbe  et  un  plan  ;  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  les  points  de  la 
surface  dont  les  coordonnées  satisfont  à  la  condition 

2  .\  ^  C  ^  2  B         ' 


équation  (lui  donne  deu.x  valeurs  de-,  c'est-à-dire,  deu.\  directions  autour 

"'  1       1 

du  point  M,  réelles  ou  imaginaires  suivant  le  signe  de  la  quantité -T-^  —  pj. 

I         I  Ad      1/ 

Ces  deux  directions  se  réduisent  à  une  seule  si  -7^5  —  7^  =  0.  Nous  revien- 
drons tout  à  l'heure  sur  la  signification  géométrique  de  ces  résultais  (§  VII). 


III 


Sdil  maintenant 

[x-'-Y-  +  {y-  r^)'  +  (--—/)'  =  R'- 

l'équalioii  d'une  sphère  qui  passera  par  l'origine  des  coordonnées  si  l'on  a 
x--\-[:>'-\-y''-  =  \{-,  condition  que  nous  supposerons  remplie.  Développons 
l'ordonnée  r  en  série,  suivant  les  puissances  croissantes  de  .ret  de?/.  Nous 
aurons  ;i  cet  effet 
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dz X  —  a  el,k\'o-fdz^ 

dx 

dy  -  —  7  \dyj„  ; 


a  et,  àlo-M-N ^ 

y  rigine,  i,ïïxjo~     y 


dx' 


,       .dz 


d^z_      [z-yy  +  {y-[iY    ^Jd^-^L±L 

dy'-  iz-vY       '    W-Jo'^    V'    ' 

dz 


[x~y., 
dxdy  ~"  [z  —  y  ]-~  (z—y] 


''       '     '\dxdy)„      y'' 


Ainsi  ré(|ualion  de  la  sphère  ijouna  s'écrire 

y  y  2/'    •'-i^y^'^y^     2y3     y-r-, 

ou,  en  prenant  le  plan  langent  pour  plan  des  xy,  ce  qui  revient  à  faire 
x  =  o,  |3  =  o  (et  par  là  on  voit  que  tout  rayon  est  normal  à  la  surface  de  la 
sphère,  c'est-à-dire  au  plan  tangent) 

^^)  ^=1^  +  1^  +  "' 

/  étant  alors  le  rayon  uiènie  de  la  sphère. 

Cette  sphère  est  évidemment  tanyenle  à  la  surface  donnée,  c'est-à-dire 
([u'elle  a  un  contact  du  premier  ordre  avec  cette  surface,  et  cela  quel  que 
soit  le  rayon  y;  nous  allons  à  présent  examiner  s'il  est  possible  d'établir  un 
contact  du  second  ordre  entre  la  surface  donnée  et  une  sphère  tangente, 
c'est-à-dire ,  s'il  est  possible  d'identifier  les  équations  des  deux  surfaces 
pout  tous  les  points  à  l'égard  desquels  il  serait  permis  de  négliger  seule- 
ment les  termes  en  x,  y  e[  z  d'ordre  supérieur  au  second. 
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IV. 


Mais  avant  d'aller  plus  loin,  il  l'aul  renian|uer  que  jusqu'ici  la  posilioii  des 
axes  coordonnées  x  et  y,  dans  le  plan  langent,  est  restée  arbitraire.  Or  on 
peut  simplifier  la  discussion,  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats,  au 
moyen  d'un  choix  convenable  d'axes;  on  peut,  par  exemple,  faire  dispa- 
raître de  l'équation  générale  [2]  le  rectangle  xy.  Soit,  en  effet,  en  dépla- 
çant les  axes  M./;,  My  d'un  angle  x'}Ax  =  yli\y  =  oc, 

./;  =  x'cosa  —  y's'm  x 
y  =  ic'sin  a  +  y'cos,  «. 

L'équation  [t]  deviendra,  en  coordonnées  x,  y', 

\ 

2  =  —  [x^  cos'a-}-^'-  sin^a  —  2a;'2/'sinacosa)  -\- 

\ 

^  [«''' sin  a  cos  a  —  «/'*  sin  acosa-f-a;'^'  (cos-a  —  sin'a)] 

+  ôD  (*'*  sin' «  4- y''co$* y- -f  'lx!y'%va^  c.  cos a), 

et  l'on  fera  disparaître  le  rectangle  xy'  en  posant 
'1       1\   •  .  \ 


[4]  (S"^i  J  si  n  a  cos  a -1-^  (cos  'z  —  8in°5:)  =  0 

d'où 


f\        1\    ■    ,1      ,    2  cos '2a 


lgia=i  — 


r 

C       ~ 

2 
C 

4 
B 

1    ' 
A 
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ce  qui  donne  poui  io.  ileux  anijies  2^-^  et  'iy.,,-\--,  et  par  suite,  pour  a,  deux 
valeurs  a^  et  ^^o  +  i.  se  rapportant  à  deux  directions  rectangulaires.  En 
donnant  à  l'axe  des.c  l'une  de  ces  directions,  l'axe  des  y  prendra  l'autre,  et 
l'on  aura,  pour  la  siu-l'ace,  l'équation  transformée 

'^^  ^  =  lr  +  ft  +  - 

A'  et  B'  étant  des  lonclions  des  constantes  A,  B,  ('.  et  des  lignes  trigonoiné- 
Iriques  de  l'angle  5'.,  savoir: 

I        cos'a      2sinacosa      sin' z 
J--J-  + C +"B~' 

I    _  sin- s:  _  isin  xcosz      cos'î; 
F        Â  C         ^  HT" 

Keniarqnons  en  passant  que  de  ces  deux  équations  on  peut  déduire  celles- 
ci  :         .  .       ■ 

Â'  +  ly~A  +  B' 
1  1  1 


AB        AB       r.  = 

la  première  de  ces  deux  équations  a  lieu  quel  que  soil  y ,  et  nous  indique- 
rons tout  à  l'heure  (§  IX)  quelle  eu  est  la  signification  géoniétriciue.  I.a  se- 
conde, qu'on  obtient  en  se  servant  de  la  valeur  de  y  fournie  par  l'équation 
14],  prouve  que,  quelle  que  soit  l'orientation  des  axes  coordonnés  dans  le 
planlangeiit,  la  quantité -^^-~;  =  j5f,  j|^-(;^)'  est  invariable;  c'est 
du  signe  de  cette  quantité,  ou  de  son  équivalente-^.,  i|ue  dépend, 
comme  on  l'a  vu  au  J;  II,  l'existence  vécllc  d'un  plan  oscalalctir  à  la  sur- 
face suivant  certaines  directions. 


Adoptons  le  système  d'axes  dans  loquel  l'éqiialinn  d'nne  surface  (|uelcon- 
que  prend  la  l'orme  [-■)] ,  on  ,  en  supprimant  des  accents  maintenant  inutiles, 
celle-ci 

f61  s  =  — +-^  +  t>. 

L"  I  2  A       3  B 

L'pqnalion  de  la  spin-re  tangente  sera  toujours  de  la  forme 

Cela  posé,  on  pourra  établir  entre  ces  deux  surfaces  un  contact  du  second 
ordre  dans  toutes  les  directions  si  l'on  ax=]j  (ce  qui  arrive,  par  exemple, 
aux  extrémités  de  l'axe  principal  de  toute  surface  de  révolution)  ;  et  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice  ombilicale  est  alors  7==  A  =  B.  Mais  en  général, 
-.-  sera  ^r.,  et  il  ne  pourra  y  avoir  de  contact  de  second  ordre  entre  la  sur- 
face donnée  et  une  sphère  tangente  de  rayon  •/,  que  pour  les  points  dont 
les  coordonnées  x,  y,  satisferont  à  la  condition 

2  A  "*"  2  B       2  •/  "^  2  7  ' 
OU 

C'est  là  l'indication  de  deux  directions  suivant  lesquelles  il  y  aura  oscilla- 
tion ou  contact  du  second  ordre  ;  en  d'autres  termes,  l'équation  précédente 
est  l'équation  de  deux  plans,  passant  par  l'axe  des  z,  c'est-à-dire  par  la  nor- 
male commune  aux  deux  surfaces,  et  qui  sont  tels  que  les  sections  de  la 
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surface  el  de  la  sphère  par  ces  plans  ont  entre  l'Iles  un  contact  du  second 
ordre. 

En  posant  -  =  tgjj.,  les  deux  directions  d'osculation  y,  et  y,,  corres- 
pondantes à  une  valeur  donnée  de  y,  sont  caractérisées  par  les  formules 

/    _i_  1  /    _i__i 

7        V,  y        I! 

on  voit  que  l'on  aura  toujours,  quel  que  soit  y, 

d'où  résulte  ce  théorème  : 

Toute  sphère  tangente  est  osculatrice  suivant  deux  directions , 
réelles  ou  imaginaires  ('),  situées  symétriquement  de  part  et  d'autre 
des  lignes  de  courbure,  en  donnant  dès  à  présent  ce  nom  aux  lignes  de  la 
surface  qui  sont  telles  qu'en  prenant  leurs  directions,  en  chaque  point, 
pour  la  direction  des  axes  des  x  et  des  y,  on  fait  disparaître  le  rectangle  xy 
dans  l'expression  de  l'ordonnée  normale  ;;  l'existence  de  ces  lignes  est 
établie  par  ce  qui  précède  ;  nous  en  étudierons  d'ailleurs  tout  à  l'heure  les 
propriétés  géométriques. 

Réciproquement,  deux  directions  symétriques  par  rapport  aux  lignes  de 
courbure  étant  données,  il  y  a  toujours  une  sphère  osculatrice  suivant  ces 
deux  directions,  el  le  rayon  •/  de  celle  sphère  se  déduit  de  l'équation 


[9]  /ff'M  = 


y      A 


(')  Suivant  que  y  sera  ou  ne  sera  pas  compris  enire  A  et  B;  voyez  ci-aprùs,  §  VII. 
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VI. 


iNous  avons  déjà  dit  que  l'tHjiialion  [8]  était  celle  de  deux  plans  normaux 
donnant,  sur  la  surface  et  sur  la  sphère  de  rayon  y,  des  sections  qui  ont 
entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  Mais  ce  n'est  pas  seulement  les  sec- 
lions  normales,  faites  dans  l'une  ou  l'autre  des  directions  //, ,  a.^,  qui  ont 
entre  elles  un  cont;ict  du  second  ordre  ;  il  en  est  de  même  des  sections 
obliques. 

Pour  le  montrer,  reprenons  l'équation  générale 

Z  — ^  A — 2 LQ 

2A^  C  ^2B^     ' 


et  considérons  la  sphère 


•c'    1    y 


laquelle  est  osculalrice  suivant  la  direction,  en  ce  moment  tout  à  fait  arbi- 
traire, de  l'axe  des  x,  c'est-à-dire,  poury=o.  Au  lieu  d'une  section  nor- 
male zWx,  considérons  une  section  oblique  passant  toujours  par  l'axe  des  j;, 
mais  dont  le  plan  couperait  le  plan  des  yz  suivant  une  certaine  droite  MZ, 
de  telle  sorte  que  l'angle  Zi\lr=0  sera  précisément  l'inclinaison  du  plan  de 
la  section  oblique  sur  le  plan  de  la  section  normale. 

Le  plan  U\x  coupera  la  sphère  et  la  surface  suivant  deux  courbes  dont  il 
est  aisé  d'avoir  les  équations  rapportées  aux  axes  plans  rectangulaires  MZ, 
\\x.  En  effet,  on  a  pour  un  point  quelconque, 

;  =  ZcosO     ,     »/  =  Zsin9, 
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l't'(|u;itioii  (lu  la  seclioii  île  la  sm  l'ace  sera  donc 

./■'    ,  ,f  Zsiii  0   ,  Z'sin'  0    ,  ^^ 

L'I  celle  lie  la  secliuu  spliéiiiiue 

/  cos  '^  =  :y^  +      2^      +  ii . 

On  vuil  ([ue  Z  sera  nécessairement,  clans  l'une  el  l'aulie  équation,  une 
quanlilé  du  second  ordre,  d'où  il  suit  ([u'en  négligeant,  comme  on  doit  le 
faire  ici,  les  quantités  d'ordre  supérieur  au  second,  les  deux  sections  seront 
représentées  absolument  par  la  même  équation 


/  ces  ô  =  T^-v- 

2  A 


équation  d'une  courbe  dont  \erayon  de  courbure  sera  AcosQ,  c'est-à-dire, 
d'une  courbe  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  un  cercle  d'un  rayon 

=:ACOS0. 

De  là  le  théorème  de  Meusnier  : 

Lorsque  deux  sections,  lune  normale,  l'autre  oblique,  sont  tangentes 
entre  elles,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  oblique  est  égal  au 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale,  multiplié  par  le  cosinus  de 
l'angle  formé  par  le  plan  de  ces  deux  sections. 

Remarquons  ici  que  les  relations  qui  existent  entre  les  rayons  de  cour- 
bure d'une  section  normale  et  d'une  section  oblique  tangente  sont  exacte- 
ment les  mêmes  que  celles  qui  auraient  Heu  si  l'on  substituait  à  la  surface 
donnée  la  sphère  osculatrice  qui  correspond  à  la  section  normale  que  l'on 
considère  ;  il  en  serait  de  même  si  l'on  comparait  ensemble  deux  sections 
obliques  tangentes  entre  elles,  et  tangentes  conséquemmenl  aune  même 
section  normale  ;  ce  qui  ramène  l'élude  des  courbures  relatives  des  cour- 
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bes  tangentes  tracées  sur  une  surlace  donnée,  k  l'étude  des  courbures  rela- 
tives sur  la  sphère. 


VU. 


Revenons  à  l'équation  [9]  qui  donne  le  rayon  y  de  la  sphère  osculatrice 
suivant  la  direction  a.  Cette  équation  montre  que  y  est  toujours  compris 
entre  AelB,  qui  sont  les  valeurs  particulières  que  prend  y  pour  p.=o  et 
pour  !J-=^,  c'est-à-dire  les  rayons  de  courbure  des  lignes  de  courbure,  ou, 
si  l'on  veut,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface.  Si  A  et  B  sont 
de  même  signe,  l'une  de  ces  quantités  sera  le  maximum  et  l'autre  le  mini- 
mum des  valeurs  de  y.  La  courbure  de  la  surface  est  alors  dans  le  même 
sens  pour  toutes  les  directions  autour  du  point  M  ;  en  ce  point,  la  surface 
est  dite,  dans  ce  cas,  convexo-convexe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  con- 
cavo-concave.  Si  A  et  B  sont  de  signes  contraires,  ces  valeurs  seront  numé- 
riquement, l'une  le  maximum  des  valeurs  positives  de  y,  l'autre  le  maxi- 
mum des  valeurs  négatives  de  y;  la  surface  est  alors  concavo-conuexe, 
c'est-à-dire  qu'elle  présente  au  point  que  l'on  considère  deux  courbures  de 
sens  opposés.  C'est  dans  ce  cas  qu'un  plan  peut  avoir  un  contact  réel  du 
second  ordre  avec  la  surface,  suivant  deux  directions  données  par  l'équation 
(§11)- 


A    '    B  X  A 

et  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  directions ,  symétriques  par  rapport  aux 
lignes  de  courbure,  sont  celles  suivant  lesquelles  la  courbure  change  de 
sens,  c'est-à-dire,  suivant  lesquelles  -,  après  avoir  été  positif,  devient  né- 
gatif ou  réciproquement,  en  passant  par  zéro. 

Entre  ces  deux  cas  ,  se  place  naturellement  celui  où  l'un  des  coefficients 
T'jTCstnul,  -r  par  exemple;  alors  il  existe  un  plan  osculateur  suivant 
une  seule  direction,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  suivant  deux  direc- 
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lions  inliiiimeiit  voisines ,  (|iii ,  k  la  iiinile,  coïiicidenl  avec  l'une  des  lignes 
de  conrliure  ;  si  la  condition  r  =  o  esl  remplie  en  Ions  les  points  de  la  sur- 
face, alors  chacune  des  lijçnes  de  courbure  correspondanles  aux  rayons  À 
aura  ,  en  Ions  ses  points,  un  contact  du  second  ordre  avec  une  ligne  droite  ; 
ces  lignes  de  coprbure  se  réduiront  donc,  en  réalité,  à  des  lignes  droites  (*). 
Les  surfaces  de  ce  genre  peuvent,  d'après  cela,  être  considérées  comme 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  se  déplaçant  de  telle  sorte,  que 
deux  positions  infiniment  voisines  soient  dans  un  même  plan  ,  le  plan  oscu- 
lateur  en  chaque  point  de  la  surface.  Par  là  on  voit  que  ces  surfaces  sont 
développables ,  c'est-à-dire  susceptibles  d'être  appliquées  sur  nu  plan  , 
sans  extension  ni  déchirure.  Nous  démontrerons  plus  loin  que,  réciproque- 
ment, toute  surface  développable  doit  satisfaire  en  chacun  de  ces  points  à 
l'équation  7-0  =  0,  et  il  est ,  du  reste,  aisé  de  voir  qu'en  laissant  indéter- 
minées ,  autour  du  point  M,  non-seulement  la  direction  des  axes  des  x  et 
des  y,  mais  même  la  direction  des  trois  axes,  toujours  rectangulaires  entre 
eux,  cette  équation  revient  à  celle-ci  {§  IV]  : 

d'z    d-: 

0. 


dx-    dy-      \dx  dy 

Enfin,  si  l'on  a  A=B,  toutes  les  valeurs  de  •/  sont  égales,  et  la  surface  pré- 
sente, autour  du  point  M,  la  même  courbure  dans  tous  les  sens  (§  V). 

(*)  Il  est  aisé  de  prouver  qu'une  courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  droite,  se  réduit  à  une  ligne  droite.  Considérons  la  projection  de  la 
courbe  dont  il  s'agit  sur  un  plan  quelconque  que  nous  prendrons  pour  plan  des  a-?/.  Soient 
^'="f  (P)>  y=^  W).  les  équations  de  celle  projecUun,  dans  lesquelles  /*  esl  une  indéter- 
minée quelconque.  La  direction  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  sera  indiquée  par 
la  formule  -J}=frë:,  et  Ton  devra  avoir,  si  en  ce  point  il  y  a  contact  du  second  ordre  entre 

la  courbure  el  sa  tangente  ^7^=0,  ou  bien  -4^o;  d'où  Ton  lire,  en  mlégrant  deux  fois, 
f  (P)  =  t''/'(p)  +1'-',  équation  dans  laquelle  C  et  C  sont  des  constantes  :  donc  on  aura 
y  =  Cx  +  C';  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  œy  est  donc  une  ligne  droite. 
Comme  ce  plan  est  tout  à  fait  arbitraire,  la  courbe  elle-même  (que  deux  projections  sufiS- 
sent  à  déterminer)  ne  pourra  être  qu'une  ligne  droite. 


VIII. 


Les  deux  directions  symétriques  pour  lesquelles  a  lieu  généralement  un 
contact  du  second  ordre  entre  une  surface  donnée  et  une  certaine  sphère 
tangente,  ou,  en  un  mot,  les  deux  directions  d'osculation,  se  réduisent  à 
une  direction  unique  ,  ou  ,  ce  qui  est  géométriquement  plus  exact,  à  deux 
directions  infiniment  voisines  pour  deux  valeurs  particulières  de  •/,  savoir 
•/  =  Ael7  =  B. 

Comme  il  importe  de  donner  à  ce  résultat  un  grand  degré  de  clarté,  re- 
marquons que  l'équation  [9]  peut  être  mise  sous  la  forme 

d'où 

■I  cos'  [j.      sin'  y. 


[10] 


y  A        '       B     ' 

équation  qui,  par  la  ditïérentiation,  donne 

t"i  |=(s-l)-^- 

On  voit  bien  nettement,  par  cette  formule,  que  si  l'on  asln  2fx  =  o, 
c'est-à-dire  si  l'on  considère  l'une  des  deux  lignes  de  courbure,  on  aura 
rf-L- 
-^=0,  en  sorte  que  les  deux  sphères  tangentes  dont  les  rayons  sont  A  et 

B  se  trouveront  avoir  un  contact  de  second  ordre,  non-seulement  suivant  les 
axes  coordonnés ,  mais  encore  suivant  toute  direction  faisant  avec  ces  axes 
un  angle  dy.  infiniment  petit  du  premier  ordre;  de  là,  pour  la  direction  des 
axes  coordonnés,  une  sorte  de  stabilité  dans  la  courbure  qu'on  ne  retrouve 
point  dans  les  autres  directions;  c'est  en  raison  d'une  telle  stabiliié  (qui 
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accompagne  du  reste  toujours  les  niaxinia  et  les  niinima)  que  ces  lignes 
singulières  de  la  surface  ont  été  nommées,  à  bon  droit,  lignes  de  cour- 
bure. 

Le  rapport  -~-  pourrait  être  appelé  variation  spécifique  de  la  cour- 
bure. Nous  venons  de  voir  qu'il  est  nul  pour  toute  surface,  suivant  les  di- 
rections des  lignes  de  courbure  ;  il  est  nul  dans  toutes  les  directions  pour 
les  cas  seulement  où  l'on  a  A=B;  enfin,  il  a  la  plus  grande  valeur  possible 
pour  les  directions  p,  =  ~  et  ,'-'0=  -y- correspondant  à  sin  2;j^=\, 
c'est-à-dire  que  la  variation  spécifique  de  la  courbure  est  la  plus  grande 
possible  pour  les  deux  directions  faisant  45°  avec  l'une  ou  l'autre  des  lignes 
de  courbure. 

A  ces  deux  directions  correspond  une  même  valeur  de  —,  savoir: 

1       i  ^1    ,  1_\ 


-/  "~  2  VB  "^  A 

La  variation  spécifique  de  la  courbure  dont  l'équation  [11]  donne  la  va- 
leur en  fonction  de  ,u,  peut  aussi  s'exprimer  très-simplement  en  fonction 
de  •/;  en  effet,  l'équation  [9]  donne 


d'où 


1     i 

y       A 
sin>_;       ^, 

1     1 

cos'  y.  =  -, ï 

1       1 

B~ï 

1\    /1        1\ 
AJ    Ib       •// 

1        1 
B       A 

on  a  donc 
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formule  (*)  de  laquelle  on  pourrait  déduire  immédiatement  les  mêmes  con- 
clusions qui  nous  ont  élé  fournies  tout  à  l'heure  par  l'équation  [11]. 


1\. 


La  formule  [10]  du  §  précédent  nous  montre  que  si  l'on  considère  en 
général  deux  directions  rectangulaires  (j-  et  ij.  -\--^,  les  valeurs  des  rayons 
de  courbure  •/,  et  •/,  des  sections  normales  correspondant  à  ces  deux  di- 
rections seront 


1        cosV-      sin\y. 

1 

y.-     A       '      B 

1        sin"  >j.   .  cos^  p. 

y,-     A       '       B 

et  l'on  aura 

. 

B' 


(*)  Dans  la  théorie  des  dévelopiiées  des  fourbes  planes,  il  y  a  aussi  à  considérer  un  élé- 
ment analogue  à  ce  que  nous  a\nns  appelé  ici  la  varialion  spécifique  de  la  courbure.  Cet 

élément  n'est  autre  chose  que  le  rapport  de  la  variation  du  rayon  de  courbure  rfp  à  la  va- 
do 
riation  de  l'arc  ds.  L'on  démontre  aisément  que  rc  rapport  -rr  est  équivalent  au  rapport 

du  rayon  de  courbure  p'  de  la  développée  au  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  elle- 
même.  L'expression  de  ce  rapport  pour  les  courbes  du  second  deijré  oft're  une  certaine 

dp        /■'' 
analogie  avec  la  formule  |12|   cidessus.  Pour  l'ellipse,  par  exemple,  on  ^  ^  ou  ^ 

=  3  V  rf— )''  ""Ml^  ~~  C^)' r  Pi  ^'  P'  *''''^'"  ^^^  rayons  de  courbure  maximum  et 
minimum,  qui  se  rapportent,  comme  on  sait,  aux  extrémités  des  axes,  et  ont  respecti- 
vement  pour  valeurs  p,  =  -r-  et  p.,  =  — .  (On  peut  voii-,  pour  plus  de  détails  surce  point, 
le  Cours  d'Analyse  de  M.  Vieille,  rliap.  11.) 


so 

égalité  qui  n'esl  autre,  au  l'oiiil,  ijuu  celle  que  nous  avons  déjà  lenconlrée 
au  §  IV,  et  d'où  résulte  un  théorème  fort  connu  ,  dû  à  Euler ,  qu'on  peut 
énoncer  ainsi,  en  convenant  d'appeler  plus  spécialement  courbure  d'une 
section  le  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  l'unité  par  le  rayon  de  courbure 
de  cette  section  : 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales,  orthogonales  en- 
tre elles,  est  constante,  et  égale  à  la  somme  des  courbures  des  lignes  de 
courbure. 


X. 


Les  lignes  d'osculation  de  la  surface  donnée  et  des  diverses  sphères  oscu- 
latrices  que  nous  avons  considérées  jouissent  d'une  propriété  caractéristi- 
que qui  se  déduit  immédiatement  de  la  propriété  qu'ont  les  arcs  de  grand 
cercle  d'être  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  de  la  sphère. 

Soit,  en  un  point  M  d'une  surface,  N  M  IN'  l'arc  de  grand  cercle  suivant 
lequel  une  sphère  de  rayon  y  est  osculatrice  à  la  surface  ,  je  dis  que  IN  M  N' 
sera  le  plus  court  chemin  sur  la  surface  entre  les  deux  points  N  et  N';  car, 
soit  un  point  quelconque  m ,  pris  en  dehors  de  la  ligne  d'osculation ,  et  sur 
une  courbe  infiniment  peu  distante  N  mN';  cette  courbe  pourra  toujours 
être  considérée  comme  se  trouvant  sur  la  sphère  osculatrice,  aux  infiniment 
petits  du  troisième  ordre  près  ;  les  relations  de  grandeur  entre  l'arc  IN  M  IS' 
et  toute  autre  courbe  infiniment  voisine  IN  m  N'  seront  donc  les  mêmes,  sur 
la  sphère  et  sur  la  surface,  en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  qui 
sont  du  troisième  ordre  quand  on  regarde  M  N  et  M  N"  comme  infiniment 
petits  du  premier,  c'est-à-dire  des  quantités  infiniment  petites  du  second 
ordre  par  rapport  à  M  N  et  M  N'';  donc  l'arc  N  M  IN'  qui  a,  par  hypothèse,  les 
caractères  analytiques  du  minimum  sur  la  sphère,  aura  aussi  ces  mêmes  ca- 
ractères sur  la  surface.  Ainsi  les  lignes  d'osculation  sur  une  surface  se  con- 
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fondent  avec  les  lignes  les  plus  courtes,  on  fjéodésiqnes.  On  voit  parla 
tjue  le  plan  osculatenr  d'une  ligne  géodésique,  c'est-à-dire  le  plan  qui 
passe  par  deux  éléments  consécutifs  NM,  MN',  renferme  la  normale  à  la 
surface;  propriété  tout  à  fait  caractéristique,  puisque,  réciproquement, 
toute  section  normale  est  une  ligne  d'osculation  et  conséquemnient  une 
géodésique. 

Parmi  ces  lignes  géodésiques,  dont  la  courbure  varie  autour  d'un  point 
M,  suivant  la  loi  exprimée  par  l'équation  [10]  ci-dessus,  se  rangent  égale- 
ment les  lignes  de  courbure,  qui  ne  sont  autre  chose,  d'après  cela,  que  les 
géodésiques  dont  la  courbure  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  possible. 

Pour  la  sphère,  en  vertu  de  la  symétrie  absolue  que  celte  surface  pré- 
sente, le  plus  court  chemin  entre  deux  points  se  confond  évidemment  avec 
l'arc  de  grand  cercle  qui  les  réunit.  Si  les  deux  points  dont  il  s'agit  sont 
placés  aux  deux  extrémités  d'un  diamètre,  il  existe  une  infinité  de  grands 
cercles  jouissant  chacun  de  la  même  propriété  géodésique,  eu  égard  à  toute 
autre  ligne  infiniment  voisine  tracée  sur  la  sphère. 


XI. 


Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  lignes  de  courbure  est 
celle-ci  : 

Ixs  normales  à  la  surface  en  deux  points  d'ttne  lùjne  de  courbure 
infiniment  voisins  se  rencontrent  toujours;  et  réciproquement,  si  les 
normales  en  deux  points  infiniment  voisins  d'une  surface  se  rencon- 
trent ,  ces  deux  points  appartiennent  nécessairement  à  une  même  ligne 
de  courbure. 

Voici  comment  cette  propriété  peut  se  déduire  des  considérations  précé- 
dentes : 

Soit  MM'  un  élément  d'une  ligne  de  courbure  de  rayon  A  ;  si ,  au  point  M', 
on  conçoit,  sur  la  surface  même,  un  élément  linéaire  Mm  perpendiculaire 

II 
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il  MM',  cel  élémenl  appartiendra,  aux  quanlilés  du  troisième  ordre  près,  k 
la  sphère  de  rayon  A,  osculalrice  k  la  surface  au  point  M  ;  car  la  variation 

d-L. 

spécifique  de  la  courbure  —^  est  nulle  ,  lorsqu'on  passe  de  l'orientation 
MM'  k  l'orientation  infiniment  voisine  Mm.  Donc  la  normale  k  la  surface 
proposée  en  M'  et  la  normale  k  la  sphère  nu  même  point  se  confondent,  et 
la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  normale  M-  détermine  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'arc  MM'.  Il  en  sera  tout  autrement  si  cet  arc  n'appartient  pas  k 
une  ligne  de  courbure;  en  effet,  le  point  extrême  m  de  l'élément  M'm, 

normal  k  MM',  se  trouve  alors  sur  une  sphère  de  rayon  \y -\- -(— d y.  \  ;    si 

l'on  imagine  sur  la  sphère  de  rayon  7  un  élément  Wm  perpendiculaire  k 

MM',  les  deux  éléments  Wm  et  M'm'  détermineront  un  plan  P  normal  k 

l'arc  MM',  et  feront  ensemble  un  angle  infiniment  petit  dont  la  valeur  est 
rf_!_ 

'^ou^-T^.  La  normale  M'»  k  la  surface  proposée  en  M  et  la  normale 

Wq  k  la  sphère  de  rayon  y,  au  même  point,  seront  l'une  et  l'autre  dans  le 
plan  P  et  feront  ensemble  le  même  angle  que  les  éléments  M'm  et  Mm'. 
Or,  la  normale  M^  rencontre  M'q,  et  par  suite  le  plan  P,  au  centre  même 
de  la  sphère  de  rayon  7;  elle  ne  pourrait  rencontrer  la  normale  M'p  sans 
avoir,  par  cela  même,  deux  points  dans  le  plan  P,  c'est-k-dire  sans  y  être 
comprise  tout  entière,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elle  passe  par  un 
point  H  extérieur  k  ce  plan. 

On  arrive  aisément  au  même  résultat  en  ayant  recours  k  l'analyse.  Dé- 
signons par  X,  V,  Z  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  {x,  y,  z] 
la  normale  k  la  surface  au  point  M'.  L'équation  de  la  surface  étant  supposée 
mise  sous  cette  forme  '  .. 

F(x,y,z)  =  o, 

donnera,  quelle  que  soit  la  direction  d'un  élément  linéaire  pris  sur  la  sur- 
face, 

(W     dx      dF    dy      dF    dz__ 
dx     ds      dy     ds  "*"  3z     ds 
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Mais  on  doit  avoir,  pour  le  uièiiie  éléuieul, 

as         as         as 
De  ces  éiiuations,  nécessairement  idenliqiies,  on  déduit  (en  ayant  égard 
à  la  relation  bien  connue  X'  +  ^''  + Z' =1), 

dx 


X  = 


Y  = 


v/(SJ+(SJ+C©'' 


dF 
dy 


\/(fJ  +  (|)'  +  (0- 


Z 

\ 


dF 
dz 


\/  fdFV   ,   ,  dFV   ,    IdFV 
^tej   +^^)   ^[d-.]- 


Lorsqu'on  prend  pour  axe  des  z  la  normale  h  la  surface  en  M ,  et  pour 
axes  des  x  et  des  y  les  deux  lignes  de  courbure  ,  l'équation  de  la  surface 
se  réduit,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  à 


on  a  donc,  en  négligeant  Q, 


X  — 


X 

J 


[13] 


Y^  « 


1 
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Cela  posé,  soient  îiK=p  la  longueur  tle  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  normales  M:  et  M>,  0  l'angle  que  la  projection  de  NN'  sur  le 
plan  tmgent  fait  avec  la  première  ligne  de  courbure,  et  {x„,  y..,  zj  les 
coordonnées  rectangulaires  du  point  N',  on  aura 

x„  =  pcosB,  y,=psix\0. 

Si  la  distance  q,  comprise  entre  les  deux  points  M'  et  N'  était  connue, 
les  coordonnées  {Xo,  2/o,  ^o)  seraient  immédiatement  données  par  les  trois 
équations  suivantes  : 

,. ■<;  —  d'u  Y  __  I/o      y  2  =  ^°      ^. 


On  déterminera  q  en  exprimant  que  la  ligne  NN'  est  perpendiculaire  k  la 
normale  M  iS',  c'est-à-dire  au  moyen  de  l'équation 

Xcos  9  +  Y  sin  0  =  0. 

Pour  abréger  les  calculs,  nous  remarquerons  que,  lorsqu'il  est  permis 
de  faire  absliaction  de  la  quantité  0,  ce  qui  revient  k  remplacer  la  surface 
par  la  série  des  sphères  osculatrices ,  les  coordonnées  [x,  y,  z)  sont  liées 
aux  variables  (/,  u)  par  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  G  désigne 
la  projection  de  >■  sur  le  plan  langent, 


./•  =  G  cos  y. 
?/  =  G  sin  y. 

—  il 
--"27 


I       cos-  //  ,   sin'  u 


avec      (7         A       '       B 


La  dernière  de  ces  équations  montre  (]ue  (i  ne  diffère  de  /  que  par  une 
quantité  du  troisième  ordre;  on  peut  donc  écrire  simplement 

x  =  lcosi^,  y  =  Xsinf^; 


H5 
par  suite,  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  prendront  la  forme  suivante 

Z  À  cos  iJ. 


X  =  — 
Y  = 
Z  = 


A 

Z).  siiip. 


B 


1 


V^  +  l^[%t  +  |}^). 


On  aura,  en  consé(|uence,  pour  déterminer  p,  9  et  q,  les  trois  équa- 
tions 

Il  cos  p.      A  cos/x  —  j>cos6 


Z>.  sin  u-      À  sin  f^.  —  p  sin  9 


B  9 

cos  u  cos  0   ,   sin  p.  sin  9 


La  dernière  de  ces  équations  donne 


tg  Q  =  —  -r  col  (j-. 


et,  par  suite, 


sin  9  = 


cos  9  = 


■  B  cos  ij- 


l/A'sin'«  +  B'cos'//' 
A  sin  y. 


l/A'sin'y. -f-B'  cos'  y.' 
D'autre  part  on  a,  en  éliminant  g , 

B  cos  !■!■  _  /  cos  fj.  —  p  cos  9 
A  sin  iJ-      X  sin  fji  —  p  sin  9  ' 


d'oii  l'on  conclut 


P  = 


(A  — B)  X  sinu  cos  p. 
l/A*sin*p-|-  B*  cos'  p." 
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De  là  résulte  le  théorème  énoncé;  en  ell'et,  p  ne  peut  èlre  nul  que  si 
l'on  a  sinp=o,  ou  bien  cos.a=o;  c'est-à-dire,  si  le  point  M  est  pl;icé  sur 
l'une  ou  l'autre  des  lignes  de  courbure. 

Il  est  un  cas  oii  p  est  constamment  nul,  c'est  celui  où  A  =  B  ;  mais  alors 
la  courbure  est  uniforme  autour  de  l'origine  M,  en  sorte  que  toutes  les 
géodésiques  deviennent,  en  réalité,  des  lignes  de  courbure. 


Xll. 


Une  surface  quelconque  étant  donnée ,  si  on  la  suppose  tlexible ,  mais 
inextensible,  et  que,  dans  cette  supposition,  on  vienne  à  la  déformer  de  la 
manière  qu'on  voudra  ,  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  nor- 
males changeront  en  général  de  valeur,  mais  le  produit  des  deux  rayons  de 
courbure  principau.x  restera  le  même,  avant  et  après  la  déformation;  en 
d'autres  termes  : 

Si  une  surface  courbe  eut  applicable  sur  une  autre  surface  courbe, 
le  prodtdt  des  (leur  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point 
reste  invariable. 

Ce  beau  théorème,  dû  à  M.  Gauss ,  peut  être  démontré  très-aisément 
comme  il  suit  : 

Imaginons  qu'on  ait  tracé  autour  d'un  point  quelconque  M  toutes  les  sec- 
lions  normales,  et  qu'on  leur  ail  donné  une  même  longueur  intinimenl  pe- 
tite /  ;  en  supposant  qu'on  joigne  ensemble  les  extrémités  de  ces  lignes,  on 
obtiendra  une  courbe  fermée  qui  aura  ,  avant  et  après  la  déformation  ,  le 
même  périmètre  et  la  même  surface.  Ces  deux  quantités  sont  faciles  à  cal- 
culer, et  nous  allons  voir  qu'elles  ne  dépendent  que  de  /  et  du  produit  A  B 
des  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface,  pour  un  état  déter- 
miné ;  d'où  ,  en  envisageant  deux  états  difïérents,  une  relation  de  laquelle  / 
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disparaît  nalurellemeiil,  et  qui  se  léduit  en  dernière  analyse  à  A  B  =  cons- 
tante. 

Considérons,  par  exemple,  le  périmètre  de  la  petite  courbe  que  nous 
venons  de  définir. 

Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  d'un  point  m  de  ce  périmètre,  le  point 
central  M  étant  pris  pour  origine,  et  le  plan  tangent  étant  pris  pour  plan 
des  xy.  En  représentant  par  y.  l'angle  que  la  géodésique  M  m  fait  avec  l'une 
des  lignes  de  courbure,  par  y  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  correspon- 
dante à  cette  géodésique,  et  par  Ç  une  l'onction  finie  de  ,«,  il  est  bien  facile 
de  voir  que  nous  pourrons  poser, 

.    l 

a;  =  y  sin-  cos  o. 

7 

[1 4]  (?/  =  •/  sin  -  sin  u     avec  -  =  — r-^  -f 

^     ^  '       7  [  y  k       '       ^ 

l  2-/  1 

ce  qui  revient ,  sauf  la  valeur  de  Ç ,  k  mesurer  la  longueur  /  sur  les  diverses 
sphères  osculatrices  qui   correspondent  aux  valeurs  successives  de  l'an- 
gle .". 
Nous  aurons  maintenant  à  évaluer  l'intégrale 

o  o 

Or,  en  faisant 


nous  aurons 


G  =  V  sin  -  =  /  Il  —  ^-T    ' 


dx  „    .        ,    dG 

-j-  =  —  G  sm  u  4-  -j—  cos  u , 

ai).  dy. 

dy  ^  ,    dG   . 

-j^  =      G  cos  w  4-  -^  sm  M  ; 
du.  dp- 
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d'où 


fê)'  +  (S)  =  -+(^)' 


en  ne  conservant  maintenant  que  les  termes  en  /'  et  /',  et  observant  que 
-jj-  est  de  l'ordre  de  /%  en  sorte  que  |  t—  j  doit  être  négligé ,  nous  aurons 

on  a,  d'ailleurs,  dans  les  mêmes  limites  d'approximation, 
D'après  cela,  l'intégrale  à  évaluer  prendra  la  forme 

o 


6      A 


Jcos',.-2-(^g---Jcos^..^-g,. 
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D'autre  part,  ou  sait  que,  généralement, 


fày-  =  2r.,  jcos'-  iJ.diJ.  =y  sin*  'mIu.  =  Ain'  2  f/.(/y.  =  r. ,  |  cos*  ixdiJ.  =-^' , 


nous  aurons  donc 

.STT 


/ 


î'— ■'*.;[»{;-a--G-;)'«-jti-8— j] 

=  2,:/ '±^. 

3AB 

Le  premier  terme  "ir.l  de  cette  intégrale  serait  celui  qu'on  obtiendrait  s'il 
était  permis  de  négliger  les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier;  c'est  là 
une  première  approximation  qui  donne  pour  la  petite  courbe  un  cercle  situé 
dans  le  plan  tangent,  et  dont  le  périmètre  est  indépendant  des  valeurs  suc- 
cessives de  •/.  Mais,  en  ne  négligeant  que  les  termes  d'ordre  supérieur  au 
troisième,  on  voit  que  le  périmètre  total  de  la  courbe  ne  peut  être  invariable 
que  si  cette  condition  ,  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante,  est  remplie  : 

A  B  =  constante  ; 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Gauss. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  eu  cherchant  quelle  est  l'aire  de  la  petite 
courbe.  Pour  cela,  il  sulfit  de  remarquer  que  cette  courbe  ,  tracée  par  les 
extrémités  de  géodésiques  issues  d'un  même  point  et  ayant  même  longueur, 
est  nécessairement  normale  à  toutes  les  géodésiques,  d'après  un  théorème 
bien  connu ,  dii  à  M.  Gauss,  et  aisé  à  démontrer  géométriquement.  Alors  on 
peut  prendre,  pour  mesure  de  l'aire  dont  il  s'agit,  l'intégrale 

*l        y  ri 

ni' 


f  ''f    î^'"=/<^^^-^) 


=  7:/' 


qui  montre  encore  que  l'on  doit  avoir  AB  =  constante. 


12AB' 
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XIII. 


De  ce  théorème,  nous  concluons  immédiatement,  avec  M.  Gauss,  que 
dans  toute  surface  développable ,  c'est-à-dire  applicable  sur  un  plan,  on 
doit  avoir,  comme  pour  le  plan  lui-même, 


nous  avons  d'ailleurs  déjà  vu,  au  §  VII,  que,  réciproquement,  toutes  les 
fois  que  cette  équation  a  lieu  pour  tous  les  points  d'une  surface,  la  surface 
est  développable. 

XIV. 

Lorsque,  dans  une  surface  quelconque 

on  imagine  une  section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  l'ori- 
gine M,  mené  à  une  distance  D  de  ce  plan,  on  obtient  une  courbe  dont 
l'équation ,  en  ne  tenant  compte  que  des  termes  du  second  ordre,  est 

2  A  ^  2  B 

La  nature  de  cette  courbe,  que  M.  Dupin  a  nommée  indicatrice,  est  in- 
timement liée  avec  le  sens  des  deux  courbures  de  la  surface  au  point  M.  Sui- 
vant que  A  et  B  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  la  courbe  est 
une  ellipse  ou  une  hyperbole;  elle  se  réduit  à  deux  droites  parallèles  à 
Varète  rectilignc  de  la  surface  en  M  si  la  surface  est  développable,  ou,  plus 
exactement,  si  l'une  des  courbures-.  y>  ^*l  "uHe  en  ce  point  (').  Dans  tous 

(')  Si  l'une  des  courbures,  j  par  exemple,  est  nulle  au  point  M,  sans  être  nulle  en  tout 
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les  cas,  les  divers  rayons  qu'on  peut  mener  de  l'origine  des  coordonnées  xy 
à  un  point  quelconque  m  de  l'indicatrice,  sous  un  angle  fx  compté  à  partir  de 
l'axe  des  x,  dépendent,  suivant  une  loi  remarquable,  du  rayon  de  courbure 
y  de  la  géodésique  correspondante  à  l'orientation  y..  En  effet,  en  posant 

iC  =  pcos//,  ^  =  psinf/. , 

on  a 


D=^ 


^cosV  _i_  sin-pV 


,,  ,    ,  ,1       cosV-  I  sin^M    „ 

d  ou,  a  cause  de  -=  — j-^  -i — -^  ,  1  on  tire 


2 

D=  1^  etp''  =  2v.I). 


Ainsi  les  carrés  des  rayons  ou  des  diamètres  d'une  courbe  indicatrice 
sont  entre  eux  comme  les  rayons  de  courbure  des  géodésiques  qiù  cor- 
respondent à  l' orientation  de  ces  diamètres. 

L'aire  totale  de  l'ellipse  qui  correspond  au  cas  où  A  et  B  sont  de  même 
signe ,  est 

2-1) 


-1^20 A  l^2DB  =  2-Dl/AB 


vx 


AB 


Cette  aire  est,  comme  on  voit,  inversement  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
du  quotient  -rr- ,  quotient  que  M.  Gauss  a  nommé  la  mesure  de  la  cour- 
bure de  la  surface  au  point  M;  mais,  dans  le  cas  des  surfaces  convexo-con- 
caves,  où  A  et  B  sont  de  signes  contraires,  la  courbe  indicatrice  est  une 
hyperbole,  et  l'expression  l/AB  n'a  aucune  signification  réelle. 


autre  point  voisin,  la  surface  n'esl  [las  développable;  mais  la  ligne  de  courbure  du  système 
A  offre,  au  point  M,  une  inflexion,  par  suite  de  laquelle  elle  se  confond  jusqu'aux  quan- 
tité>i  du  troisième  ordre  exclusivement,  avec  une  arête  rectiligne  intlnimenl  petite. 
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XV. 


Considérons  acluellement  la  courbe  formée  autour  du  point  M  par  la  série 
des  points  pour  chacun  desquels  la  normale  à  la  surface  fait  avec  la  normale 
en  M  un  angle  constant  infiniment  petit;  courbe  que  nous  appellerons 
courbe  d'inclinaison. 

L'équation  d'une  telle  courbe  est  aisée  à  trouver.  En  elïet,  l'angle  x  d'une 
normale  quelconiiue  avec  l'axe  des  z  est  donné,  ainsi  qu'on  l'a  vu  précé- 
demment, par  la  formule 

I 


COS  a  = 


d'où  l'équation  de  la  courbe  d'inclinaison ,  en  projection  sur  le  plan  tan- 
gent, .  ■ 

1  4-—  -+-1^  =  -^.=  . 1-^  =:'l-|-sin';t  =  1-t-a% 

^A'^B'      COS 'a:      1  — .sm-3!        ^  ^     ' 


ou  simplement 


A^  ^  B^ 


Pour  toutes  les  surfaces  autres  que  les  surfaces  (ou  portions  de  surfaces) 
développables  ou  planes,  cette  courbe  sera  une  ellipse  don!  Ii's  axes,  égaux 
si  A=B,  seront  As:,  Ex,  et  qui  aura  pour  aire  totale  le  produit  ra^AB  ,  in- 
versement proportionnel  à  la  mesure  de  la  courbure. 

Lorsque  la  surface  est  développable,  la  courbe  d'inclinaison  se  réduit  à 
deux  droites  parallèles. 
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XVI, 


C'est  ici  le  lieu  d'examiner  de  plus  près  la  si^mificalion  géométrique  de 

l'expression  mesure  de  la  courbnre ,  dont  M.  (îauss  s'est  servi  le  premier 

\ 
pour  désigner  la  quantité  ---^■ 

M.  Gauss  considère  sur  la  surface  M  un  élément  triangulaire  inliniment 
petit,  Mm//i'  dont  le  point  M  est  l'un  des  sommets.  Il  considère  semblable- 
ment  sur  une  sphère  d'un  rayon  =  1 ,  trois  points  N,  n,  n'  tels  que  les  nor- 
males qui  se  correspondent  dans  les  deux  surfaces  pour  les  points  M  et  N  , 

et  n,  m'  et  n'  soient  parallèles  deux  à  deux.  Le  rapport  des  aires  triangu- 


1 


laires  INn/t'  et  Mmm',  qu'il  démontre  être  égal  à  j^,  est  ce  qu'il  prend  géo 
métri(iuement  pour  la  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  donnée  en  M. 
Afin  de  rattacher  la  détermination  de  ce  rapport  aux  considérations  précé- 
dentes, remarquons  d'abord  que  les  points  met»  appartiennent,  sur  la 
surface  et  sur  la  sphère,  à  deux  courbes  d'inclinaison  analogues  ,  repré- 
sentées respectivement  par  les  équations 


Exprimons  maintenant  que  dans  les  deux  points  m  et  n  les  normales  à  la 
surface  et  à  la  sphère,  non-seulement  doivent  faire  le  même  angle  avec  l'axe 
des  ;,  mais  encore  doivent  être  parallèles,  nous  obtiendrons,  au  moyen 
des  équations  [13],  les  deux  conditions  suivantes, 

£  _  1    ^  _  Z' 

A^R'    B~  R' 

qui  sont  indépendantes,  comme  on  voit,  de  l'angle  2.  On  aurait  de  même, 
pour  les  points  m  et  n, 

î.'  _  ^     ^  =  1 
A  ~R'    B       R' 
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et  (le  ces  quatre  équations  l'on  conclut 

AB  ,.  ,     .,  , 

Or  ïij'  —  y'x  n'est  autre  chose  que  le  double  de  l'aire  triangulaire  Mmm  ,  en 
projection  sur  le  plan  tangent,  de  même  ?■/•/  — ^'/;  est  le  double  de  la  projec- 
tion de  l'aire  N?m'  surle  même  plan;  mais  le  rapport  des  aires  triangulaires 
est  évidemment  le  même  que  le  rapport  des  projections;  l'on  voit  donc,  par 

a  formule  ci-dessus ,  que  1  on  a  r^ ,  :=  t-t  pour  R  ^  1 . 

^  M  mm        AB  ' 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  surface  développable ,  la  construction  précédem- 
ment indiquée  est  en  défaut.  L'expression  mesure  de  la  courbure  appliquée 
au  quotient— j-  perd  alors  toute  signification.  On  va  voir  tout  à  l'iieure  de 
quelle  manière  il  convient  d'entendre  et  de  mesurer  la  courbure  d'une  sur- 
l'ace  continue,  développable  ou  autre. 


XVII. 


A  cet  effet,  nous  considérerons,  parmi  les  courbes  qu'on  peut  tracer  sur 
une  surface,  autour  d'un  point  M,  celles  qu'on  obtient  en  imaginant  qu'on 
mène  en  ce  point  les  diverses  géodésiques  de  la  surface,  et  qu'on  prenne 
sur  chacune  de  ces  lignes,  un  élément  Mm  inversoment  proportionnel  au 
rayon  de  courbure  •/  de  la  géodésique. 

L'équation  d'une  courbe  de  celte  nature  s'obtiendra  en  coordonnées 
X,  y,  z  en  faisant  /•/  =  constante  =  K  dans  les  équations  [14]  du  §  XII,  et 
éliminant  ensuite  •/  et  ,u  ;  on  aura  ainsi ,  pour  la  projection  de  la  courbe  sur 
le  plan  tangent  en  M,  l'équation 

qui  donne  simplement  un  cercle  dans  le  cas  de  A  =  B. 
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On  peut  regarder  les  variables  /  et  p.  comme  formant  sur  le  plan  tangent 
un  système  de  coordonnées  polaires;  l'équation  de  la  courbe,  dans  un  tel 
système  de  coordonnées,  est  aisé  à  trouver,  puisqu'on  doit  avoir 


y 

et  que,  d'autre  part,  on  a  (§  VIII), 

1_ cos*  u      sin*  a 

de  là  on  déduit  immédiatement 


/  =  K  (  -n-sin'  y  +  ycos'  «  j. 


La  discussion  des  propriétés  de  la  courbe  dont  nous  venons  d'obtenir  les 
équations  et  qui  est  liée,  comme  on  le  voit,  aussi  intimement  que  possible, 
avec  la  nature  même  de  la  surface,  reviendrait  au  fond  aux  considérations 
présentées  ci-dessus  et  notamment  dans  les  §§  VIII  et  IX,  sur  les  diverses 
valeurs  que  prend  la  courbure-  suivant  l'orientation  tJ.  que  l'on  considère; 
il  serait  donc  inutile  de  nous  y  arrêter;  nous  ferons  seulement  observer 
que  la  courbe  se  compose:  1"  pour  les  surfaces  convexo-concaves,  de  quatre 
branches  fermées,  symétriques  deux  à  deux,  réunies  ensemble  k  l'origine 
par  un  nœud  multiple;  i"  pour  les  surfaces  développables,  de  deux  bran- 
ches symétriques,  fermées  et  réunies 'h  l'origine  par  un  n(eud  simple; 
3°  enfin,  pour  les  surfaces  convexo-convexes,  d'une  brandie  uniiiue  fermée, 
de  forme,  iiour  ainsi  dire,  quasi-elliptique.  Les  lignes  de  courbure  parta- 
gent, dans  tous  les  cas,  l'espace  occupé  par  la  courbe,  en  quatre  régions 
parfaitement  symétriques. 

On  remarquera  que,  d'après  la  formule  l  =  -,  chaque  valeur  de  /  re- 
présente la  force  centrifuge  (jui  se  développerait  dans  le  mouvement  d'un 
point  sur  la  géodésique  correspoiulanto,  ce  point  étant  supposé  animé  d'une 
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vitesse  in\aiiable  exprimée  par  l-^  K  ('1.  D'après  cela,  l'aire  totale  de  la 
courbe  que  nous  éludions  en  ce  moment  pourra  servir  à  apprécier  ce 
qu'on  peut  appeler  la  force  centrifuge  intégrale  de  la  surface  autour  du 
point  M,  eu  égard  à  des  mobiles  qui  suivraient  les  différentes  géodésiques 
avec  une  vitesse  donnée  l-^  K. 


f 

ra  par  1  intégrale  K'  / 


iir 


L'aire  totale  cherchée  S  s'exprimera  par  l'intégrale  K'  /   -^  «iy,  elcomme 


7 


on  a 


I       cos'  u.  ,  sin'  ij.       1    ,   /'l       A    •  , 


il  viendra 


S  =  R 


/lit  /«ITT 


et  enliii 

[18] 


=-[?+4(M)^+(îi-ir¥]' 


expression  qu'on  peut  aussi  écrire  de  cette  manière  : 

(')  On  peut  voir  ci-apré?,  ]iour  plus  île  détails  sur  ce  poinl,  le  ti  X  de  noire  niénioiro 
sur  les  courlies  (|ui  rendent  inininiuni  une  intégrale  de  la  forme  /  ?  (c)  ils.  Nous  nous 
bornerons'à  rappeler  ici  les  deux  lliéorènies  suivants,  démontrés  dans  ce  mémoire  : 

1.  Loifqu'un  mobile,  nprès  uroir  reçu  une  cerlaiiie  vitesse  initinle,  f(  meul  librement 
sHc  une  surface,  il  décrit,  il'uit  moutemenl  uiiifonne,  une  géodésiijue. 

i.  La  force  centrifuge  qui  tend  ii  chaque  instant  ii  »«  développer  dans  ce  mouvement  esl 
équilibrée  par  la  résistance  de  la  surface,  et  cette  résistance,  qui  mesure  aussi  la  pression 
du  mobile,  esl  toujours  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  (jéodésique. 
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De  même  que  pour  les  courbes  iiidicalrices,  les  courbes  d'inclinaison  el 
les  courbes  considérées  dans  le  §  XII,  l'aire  lolale  ci-dessus  S  ne  dépend, 
comme  on  pouvait  s'y  attendre,  que  des  courbures  extrêmes  -r-  et  tt  et 
d'un  coeflicient  infinitésimal.  Il  serait  superflu,  d'ailleurs,  de  discuter  en 
détail  les  formules  précédentes  [13]  et  [16];  nous  remarquerons  seulement 
que,  dans  le  cas  des  surfaces  développables,  on  a  simplement 

A  étant  le  rayon  minimum,  et  que,  d'autre  part,  on  a 

2-K' 


S  =  - 


A- 


dans  le  cas  de  A  =  B,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  surface  a  la  même 
courbure  en  tous  sens. 

XVIII. 

Lue  surface  étant  donnée,  supposée  flexible,  mais  inextensible,  on  a  vu, 
au  §  XII,  que,  dans  toutes  les  déformations  qu'on  peut  faire  subir  à  cette 
surface,  le  produit  AB  des  rayons  de  courbure  extrêmes  est  invariable  pour 
un  point  donné. 

De  là  et  des  formules  données  dans  les  §§  XIV,  XY  et  XVII,  on  conclut 
immédiatement:  1"  Que  les  aires  totales  des  courbes  indicatrices  ana- 
logues (D  constant)  ou  des  courbes  d' inclinaison  analogues  (a  conslant) 
restent  invariables,  pour  un  même  point. 

2°  Que  les  aires  totales  des  courbes  centrifuges  (*)  analogues  (K  con- 
stant) croissent  ou  décroissent  proportionnellement  au  carré  de  la  dif- 

,(')  Nous  appelons  ainsi,  pour  abréger,  les  courbes  délinies  et  éludiées  dans  le  para- 
graphe précédent. 

13 


08 

férencr  des  courbures  extrêmes,  et  que  le  ininiinum  de  l'aire  totale 
correspond  à  l'état  de  la  surface  dans  lequel  la  courbure ,  autour  du 
point  donné,  est  uniforme  dans  tous  les  sens. 

Il  est  bien  clair,  d'ailleurs,  que,  dans  le  cas  des  courbes  indicatrices,  il 
faut  que  la  surface  donnée  soit  convexe-convexe.  Une  telle  surface,  dans 
toutes  les  déformations  dont  il  est  question  ici ,  restera  toujours  convexo- 
convexe  ;  en  efïet,  le  produit  AB  reste  conslani ,  en  sorte  que  l'un  des 
rayons  A,  B  ne  peut  changer  de  signe  sans  que  l'autre  ne  change  égale- 
ment; or,  par  un  double  changement  de  ce  genre,  la  surface,  supposée 
d'abord  convexo-convexe,  ne  change  pas  de  caractère;  seulement  elle 
tourne  sa  convexité  en  sens  inverse. 


XIX. 


Lorsqu'on  imagine,  autour  d'un  point,  toutes  les  géodésiques  que  l'on 
peut  tracer  sur  une  surface,  l'ensemble  des  étendues  linéaires  /  attribuées 
à  ces  géodésiques  détermine  une  étendue  superlîcieile  mesurée,  ou,  ce  qui 


revient  au  même  ,  défi 


1  r 

nie  par  l'intégrale  -j  /   /V/y.   D  après  cela,  si  Ion 

veut  s'élever  de  la  notion  de  la  courbure  linéaire  à  celle  de  la  courbure  su- 
perficielle de  la  même  manière  que  l'on  s'élève  de  la  notion  de  l'étendue 
linéaire  à  celle  de  retendue  superficielle,  il  est  clair  (pie  l'on  devra  mesurer 

ou  définir  la  courbure  d'une  surface  au  moyen  de  l'intégrale  - 
l'on  aura,  en  effectuant  comme  précédemment  l'intégration, 

,«71 


-/'  ~  8  \A'       3AB"^B7' 
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La  courbure,  ainsi  définie,  est  proportionflelle  à  ia  force  centrifuge  in- 
tégrale correspondant  à  des  mobiles  qui  suivraient,  avec  une  même  vi- 
tesse, les  différentes  géodésiques  issues  de  l'origine  M,  et,  par  suite,  à  ia 
résistance  dont  la  surface  doit  être  capable  pour  supporter  la  pression  due 
à  ces  mouvements. 


XX. 


Supposons  que  l'on  trace  ,  comme  au  §  XII ,  autour  d'un  point  M  d'une 
surface,  toutes  les  sections  normales  en  leur  donnant  une  même  longueur 
infiniment  petite  /;  les  extrémités  de  ces  lignes,  projetées  sur  le  plan  tan- 
gent en  M  ,  formeront  une  courbe  fermée  -.  Le  périmètre  L  de  cette  courbe 
s'exprimera,  en  conservant  les  notations  du  §  précité,  par  l'intégrale  sui- 
vante : 


=/""ni)'HI)'  ^^' 


et  l'on  aura,  en  recherchant  seulement  les  deux  premiers  termes  de  ia  va- 
leur de  L,  • 

e  00 

8    VA'^3AB^B' 
L'aire  lotaie  S  de  la  courbe  ï  dépend  de  l'intégrale 

o  o 

dans  laquelle  A'  désigne  l'angle  que  forment,  sur  le  plan  langent,  les  deux 
directions  caractérisées  par  les  deux  équations 

u  =  const.  i  =  C0DSt. 
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Cet  angle  est  donné  par  l'équation 


cos  V:= 


dx    dx  dy    dy 

dp.    dl  d[j.    dl 


^m-^  ^m^iMj' 


Mais  on  a 


dx  dx  ,    dy  dy  ,,    .        ,   dG  ,  rfG  ,  ,„  ,   dG    .     , 

-T-  -rr  +  -T-  -iT=^[ — G  sin  u -f- -7- ces  «    ^y-cos  ■/+  Gcos'/H — r-  sinw 
dfj-  dl       d[j.  dl       ^  dfj.       ■      dl        ^       ^  dy-       '  ' 


(/G    .  dÇ.  (/G 

dl  d'j.  dl 


-r^  esl  de  l'ordre  de  /'  ;  d'autiv  i)art— ,-y  =  I ,  aux  uuanlités  du  second  or- 
du.  '        dl  ^ 

dre  près.  En  conséquence,  cos  V  esl  une  quantité  du  second  ordre,  cl,  par 
suite,  sin  V=l,  aux  quantités  près  du  quatrième  ordre.  Un  a  d'ailleurs 


va'+(|y  =f. 


m 


D'après  cela ,  la  valeur  de  S  sera 


S=f'7'G§,/.d/={/-G^rf.=:i;'r(l-|.)rf, 

0  0  u  o 

"~  8   U        3AB"^B* 

Si  l'on  désigne  par  —  la  courbure  de  la  surface  au  point  M,  par  L„  le 

périmètre  et  par  So  l'aire  du  cercle  décrit  sur  le  plan  tangent  avec  le  point 
M  pour  centre  et  la  distance  /  pour  rayon ,  on  pourra  écrire  L  et  S  ainsi 
qu'il  suit  :  ' 

l' 


Lo- 


3  C  ' 


S_S„-3^^, 


^0^ 

La  courbe  i"  peut  être  considérée  comme  une  sorte  d'indicatrice,  par 
rapport  à  la  conrbure  de  la  surface  ,  attendu  que  les  différences  L„  — L  et 

S„  —  S  sont  l'une  et  l'autre  proportionnelles  à  —-f- 


XXI. 


On  obtiendrait  une  indicatrice  du  même  genre  en  projetant  sur  le  plan 
tangent  la  série  des  points  dilués  ,  sur  la  surface  ,  k  une  même  distance  / 
de  l'origine.  En  effet,  le  périmètre  L'  et  l'aire  S'  de  cette  nouvelle  courbe  X' 
résulteraient  de  calculs  identiques  à  ceux  qu'on  vient  de  développer,  avec 
cette  seule  ddîérence  que  la  variable  auxiliaire  G  ne  dépendrai!  plus  de  / 
mais  de  À,  en  vertu  de  l'équation 

On  aura  donc 


"       4C* 
^       ^''       4  C 


XXII. 


Les  valeurs  précédentes  de  L,  L',  S,  S  donneni ,  par  l'élimination  de  la 
courbure,  et  en  admettant  que  les  caractéristiques  arbitraires  /  et  /  soient 
identiques, 

Lq  —  -L     _  Sq  —  o         * 

l-in  i-.  On  5  O 


^02 

é(|uations  qu'on  peul  iiiellre  sous  celle  forme 

,   l.o  — 4L'  +  3L  =  o, 

'  S„  — 4S+3S  =  o. 

Ces  relations  sont  indépendantes  de  la  nature  de  la  surface;  elles  se  ré- 
duisent à  des  identités  lorsque  la  surface  est  plane ,  puisque ,  dans  ce  cas, 
onaLo  =  L  =  L,     et     Sa  =  S  =  S'. 


XXIII. 

Nous  rechercherons  encore  le  périmètre  I.  "t-t  l'aire  S"  de  la  courbe  fermée 
qu'on  obtient,  sur  une  surface  continue,  en  prolongeant  chaque  section 
normale  jusqu'à  une  nièine  distance  /.  de  l'origine  M. 

En  exprimant,  comme  au  §  XI,  les  coordonnées  {x,  y,  z)  d'un  point  quel- 
conque IS  en  foncliou  des  variables  indépendantes  /.  et  y  et  de  l'auxiliaire  G, 
on  aura  - 

0  0 


=:27T>.-f- 


J    L\B      A/        4\A'"^3AB~^B\/J 


Les  trajectoires  ?.  =  const.,   /u=const.,    peuvent  être  considérées  ici 
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eonime  orlhogonales;  il  serait  aisé  de  le  démoiilrer,  comme  on  l'a  fait  au 
§XX,  pour  des  trajectoires  analogues.  En  conséquence,  l'aire  S"  dépend 
de  l'intégrale  suivante  : 

Mais  on  a 


+  (- 


8-/V     '    7'    ~    ^8-/ 
et,  par  suite, 

^■■=./''/î+rG-ÎJ^'-.»]''^^''=-+wG-5)" 


o  o 


Supposons  que  le  point  M  appartienne  à  une  sphère  de  rayon  A.  On  aura 
alors 

L"  =  /  Gdw  =  2  ttG  =  2i:  V  ;,'—  —  , 
J  4A* 

o 

»  "  0 

»  o 

Les  calculs  qu'on  vient  d'effectuer  sont  indépendants  de  l'ordre  de  gran- 
deur du  rapport  — .  En  introduisant,  au  lieu  de  la  distance  A,  la  hauteur  h 
de  la  zone,  on  auniit 

S"  =  27rAft; 


^04 

c'est  l'expression  bien  connue;  si  h  =  2A,  on  a  S  =47: A*  ;  théorème 
(J'Ai'cliimède). 

XXIV. 

Soient  Mx,  My,  M:,  trois  axes  rectangulaires.  La  position  d'un  point 
quelconque  N  de  l'espace  peut  être  définie,  soit  au  moyen  des  coordonnées 
[x,  y,  z)  de  ce  point,  soil  à  l'aide  de  trois  autres  variables  (À,  u,  w)  liées  à 
(x,  y,  z]  par  des  équations  telles  que  celles-ci  : 

[i  7]  x=f,  (/,  «,  w),      y  =  f,  (/.,  ,j.,  w],       -  =  f,  (À,  u.,  w) . 

Si  l'on  considère  maintenant  les  trois  équations 

[18]  /  =  const.  ,u  =  const.  w  =  consl., 

on  obtiendra ,  en  attribuant  aux  constantes  des  valeurs  qui  croissent  ou  di- 
minuent uniformément  par  degrés  infwiimenl  petits,  trois  séries  de  surfaces 
qui  décomposeront  l'espace  en  une  série  de  parallélipipèdes  ayant  pour 
côtés  les  éléments  linéaires  des  trajectoires  résultant  de  la  rencontre  deux  à 
deux  des  surfaces  appartenant  à  des  séries  différentes. 

Cela  posé,  nous  rechercherons  l'expression  du  volume  de  l'un  quelconque 
de  ces  parallélipipèdes. 

Désignons  par  ds,,  ds^,  du,  les  éléments  linéaires  des  trois  trajectoires 
qui  se  coupent  au  point  N.  Nous  aurons 


[dwl   ^[dwj   ^[dwj 
Si  les  surfaces  [18]  étaient  orthogonales,  le  parallélipipède  dont  il  s'agit 


^05 

aurait  pour  volume  ds,  ds,  ds,;  on  obtiendrait  d'ailleurs  -j^,  -~  ....en 
fonction  des  variables  indépendantes  (>.,  m,  ic)  par  la  différenliation  des 
équations  [17]. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  les  surfaces  [18]  se  rencontreront  oblique- 
ment en  N;  les  angles  «,  Ci,  y  que  font  deux  à  deux  en  ce  point  les  trois 
trajectoires  seront  donnés  en  fonction  de  (À,  [j-,  w)  par  trois  équations, 
dont  une  seule,  celle  qui  exprime  x,  nous  suffit,  savoir: 


cos  a  = 


dx    dx__,dy  dy       dz    dz 

du    dw      dy.  div      dy.    dw 

ds^  ds, 

dy.  dw 


Désignons  maintenant  par  X,  Y,  Z  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec 
les  trois  axes  {x,  y,  z)  la  normale  k  la  surface  /  =  consl.  au  point  N.  Ces 
trois  cosinus  seront  déterminés  par  les  équations  suivantes  : 

dy.  dy  dy 

^dx         dy         dz_ 

div  '      dw         dic 

X'  +  V^  +  Z*  =  1 . 

L'angle  V  que  fait  avec  cette  normale  l'élément  ds,  est  d'ailleurs  donné 
par  l'équation 

dx        dy        dz 


cosV  =  - 


ds, 


en  conséquence,  le  volume  (JU  du  parallélipipède  infinitésimal  pourra  s'ex- 
primer ainsi  qu'il  suit  : 

âl]  =  ds,  dSt  ds,  sin  x  cos  V. 
Il  nous  reste  à  calculer  le  produit  sin  x  cos  V,  qui  doit  évidemment  se 
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réiluire  ii  une  fonction  symétrique  des  v;iriables  (/. ,  ,«,  w)  et  des  diiïéren- 

tielles  -rr-,  -^ Or,  on  a  d'abord 

dÀ    d/. 

I         dy    dz        dz    dy 

X  = 

\  Y  = 


,Z  = 


dp 

dw 

dp- 

dw 

D 

dz 

du. 

d,v 
dw 

dx 

dy. 

dz 
dw 

D 

dx 
du. 

dy 
dw 

dy 
dy. 

dx 
dîc 

en  posant 


D_  \/ (iMl  dz_dz^  lllV-uT—  ^^'    ^^  ^Y_ur—  ^_^  ^Y 
uly  dîo     du  d'w)       v/u.  dw     dy.  dw)      \dy  dw     dy  dw) 

D'autre  part,  on  a 

sina:=  V    1  —  COS*  a 


l\dyj  ^XdjiJ      \di>./  J  l\duJ      \dwj      \dtrj  J     Vrf^  (/«'      (/f*  du-      il;^  du/ 

ds.,      ds, 
d'J       dw 


ds.,  ds., 


On  déduit  de  là 


>.[ rdx/dy  d£      (/£  dy\     dy/dz  (Le      dx  dz\     dz/ilx  djj      dy  ilx\-\ 

°  ^  —  idï\dy.  rfH.~(/fx  dJi:J^dï\d]li  dw~  dy  dwJ^TtXdli  dw~  dy  licjj    '     '^  "'*'• 

On  peut  remarquer  que  le  coefficient  différentiel  qui  multiplie  dl  dy.  dw 
n'est  autre  chose  que  le  déterminant  des  neuf  quantités 

fdx    dx    dx  dy    dy    dy  dz    dz    d  z~\ 

|_d/i  '  Jy'  dw'  dl'  dy'  dw'  dA'  dy'  dwj 
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Ce  résultat  ne  doil  point  surprendre  ;  car  si  l"on  exprime  dx,  dy  et  dz  au 
moyen  de  (/À,  du,  dw,  en  diiïérentiant  les  trois  équations  [17],  el  qu'on 
cherche  ensuite,  à  l'aide  des  trois  équations  diiïérentielles  ainsi  obtenues, 
à  exprimer  réciproquement  dl,  diJ.,  dw  en  fonction  de  dx,  dy,  dz  ,  ces  dé- 
terminations ne  pourront  évidemment  s'effectuer  que  si,  à  chaque  parallé- 
iipipède  dxdy  dz  de  l'espace,  il  correspond  un  parallélipipède  o  U  ;  îîU  doit 
donc  s'annuler  en  même  temps  que  le  déterminant  des  trois  équations  diffé- 
rentielles. 

Il  peut  arriver  que  deux  des  trois  équations  [17]  ne  renferment  que  deux 
des  trois  variables  (/ ,  u.,  w),  )^  et  p.  par  exemple;  la  valeur  de  âU  devient 
alors 

...      dzldx    du        dy    dx\  ,^  ,     , 

(JLI  =  -j—  -n-    -/ jv    -r-]  dldiJ-dw. 

dw  \aA    diJ.        a/    af/./ 

L'expression  (  -tt-    — • ~    -j-]d'kd[j.,  n'est  autre  chose  que  l'aire 

de  la  projection,  sur  le  plan  xy,  du  parallélipipède  infinitésimal;  c'est 
qu'en  effet  le  système  de  coordonnées  (^.,/j,  w)  décompose  l'espace  en 
une  série  d'éléments  à  trois  dimensions,  appartenant  tous  à  une  série  de 
prismes  perpendiculaires  au  plan  xy. 


XXV. 


Imaginons  une  sphère  de  rayon  À ,  ayant  son  centre  en  un  point  M  d'une 
surface  continue.  Il  est  facile  de  déterminer  le  volume  intercepté  entre  cette 
sphère,  le  plan  tangent  k  la  surface  en  M  et  la  surface  elle-même. 

A  cet  effet,  en  conservant  les  variables  (À,  u)  définies  précédemment, 
introduisons  une  troisième  variable  w,  choisie  de  telle  sorte  que  les  coor- 
données [x,  y,  z)  soient  exprimées  en  fonction  de  (X,  u,  w)  par  les  équa- 
tions suivantes  : 
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X  =  ).  COS  [J. , 

y  =  lsm  y. , 


•~   2    ^""5""^      B    /' 


Dans  ce  système  de  coordonnées,  l'équation  »i=consl.  représente  une 
infinité  de  surfaces  semblables  entre  elles  et  à  la  surface  proposée,  et  ayant 
pour  centre  de  similitude  commun  l'origine  M  ;  car,  si  le  point  (j-,  y,  z  ) 

appartient  à  la  surface  proposée,  le  point  {'—,  ~,  —\  appartiendr;i  à  la 

surface  pour  laquelle  le  paramètre  variable  prend  la  valeur  particulière  ic. 
Les  courbures  extrêmes  de  deux  quelconques  de  ces  surfaces  sont  toujours 
dans  le  même  rapport,  et  ce  rapport  est  le  même  que  celui  des  courbures 
de  deux  sections  normales  ayant  de  part  et  d'autre  la  même  orientation. 
Cela  posé,  le  volume  dont  il  s'agit  s'obtiendra  comme  il  suit: 

u  =  /     /      I  t{  — r^ ~f"  ~~R^ )  '^^^^ "•  •  ^' '^^^ '^-  +  ^'" " •  '■  *''' •")  '^'- ^"- ^'* 

O  0  o 

1    r^   /''rVcos'p   ,  sin'a-\  ,.   ,       77 /1    ,    1\    /''■.,^. 

o  o  o 

8    VA^B 

Le  volume  U'  intercepté  entre  une  surface  et  une  sphère  de  rayon  /, 
ayant  pour  centre  un  point  quelconque  de  la  surface  donnée  ,  se  déduit 
immédiatement  de  l'équation  précédente,  et  l'on  a 

_27^'_  7^  /i    1     1 

3  8    VA'^B 
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XXVI. 


Pour  donner  encore  un  exemple  de  la  facilité  avec  laquelle  l'emploi  des 
coordonnées  curvilignes  (/.,  y.,  w)  permet  de  résoudre  certains  problèmes  , 
presque  insolubles  autrement ,  nous  supposerons  que  chaque  élément  tJU 
exerce  sur  le  point  M  ,  considéré  comme  un  point  matériel ,  une  attraction 
qui  ne  dépende  que  de  la  distance  /  de  cet  élément  au  point  M.  L'ensemble 
de  ces  attractions,  pour  tous  les  éléments  compris  entre  le  plan  tangent  et 
la  surface,  donnera  lieu  ,  en  vertu  de  la  symétrie,  à  une  résultante  normale, 
si  toutefois,  ainsi  que  nous  l'admettrons,  les  attractions  décroissent  assez 
rapidement  avec  la  distance  pour  qu'il  soit  permis,  en  imaginant  une  série 
de  molécules  oU  disposés  sur  une  seclion  normale  de  l'une  des  surfaces 
M7  =  const.,  de  remplacer  cette  courbe  par  son  cercle  osculateur.  On  va  voir 
que  notre  système  de  coordonnées  permet  d'obtenir,  presque  sans  calcul, 
la  valeur  de  cette  résultante. 

En  effet,  l'attraction  de  l'élément  oU  peut  s'exprimer  par  une  fonction 
telle  que  (?(/.)  5  U.  Cette  force  donne,  dans  la  direction  de  la  normale  en  M  , 
une  composante  y  9(/.)oU;  on  a  donc,  en  réunissant  toutes  les  compo- 
santes de  la  même  nature , 

''=/7'/^p-)^"=,/'V'V'tw>.)(^+'^")'.m,.. 

000  000  ■' 


î~ 


I   /       /    -,    ,.,  /COS'u       sin-y.\'      :^-  ,  I  2  1  \    ,• 


o  o 


Si  le  point  M  n'était  attiré  que  par  les  molécules  appartenant  à  la  surface 
elle-même,  l'attraction  totale  se  réduirait  encore  à  une  résultante  normale; 
et  la  valeur  de  cette  résultante  serait 
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.ITT 


"- /    J  f^«\^(Î)'+(|)'+(|)'^(â'+(l)"+(S)'-''^ 

0  o 


Dans  la  première  hypothèse,  la  résultante  dépend  ,  on  le  voit,  de  la  cour- 
bure de  la  surface,  el ,  tians  la  seconde,  de  la  moyenne  entre  les  courbures 
extrêmes. 

XXVII. 

La  formule 

IrA' 


qui  donne  le  volume  V  d'une  sphère  de  rayon  A  ,  peut  se  démontrer  aisé- 
ment k  l'aide  de  la  même  méthode  de  calcul. 

Il  est  clair,  tout  d'abord,  que  l'expression  du  volume  V  en  fonction  de  A  . 
ne  saurait  varier  lorsqu'on  change  l'unité  de  longueur,  sous  la  condiiion  que 
l'unité  de  volume  éprouvera  un  changement  correspondant.  Kn  consé- 
quence, V  est  nécessairement  proportionnel  4  A'. 

Concevons  maintenant  que,  par  un  point  quelconque  M  de  la  sphère  de 
rayon  A  ,  on  décrive  une  deuxième  sphère  ayant  ce  point  M  pour  centre  et 
un  rayon  2A  ,  le  volume  de  cette  sphère  sera  i'V  ou  8V.  Mais  si  l'on  mène 
en  M  le  plan  tangent  à  la  première  sphère,  et  qu'on  désigne  par  V  le  volume 
intercepté  entre  les  deux  sphères  et  le  plan  tangent,  la  somme  V-fV  repro- 
duira évidemment  la  moitié  du  volume  de  la  sphère  de  rayon  2A.  Un  aura 
donc 

V-fV  =  4V, 
et  par  suite 


Hi 

D'aiilre  pari,  on  ;i,  quel  que  soit  Tordre  de  grandeur  du  rapport  -, 


/.  w 


a;  =  Gcos,u,       !/=Gsiny.,        ^^^5T~'       ^*  =  '* 4^; 

on  obtiendra  donc  V  ainsi  qu'il  suit: 


""J      J       J     \.d\\>l[i.  dw    Oi>.  ihr/^dXdy-  dir     dft  dir/(n.\d:^  dw     d/  duJi     *    ' 
000 

=  1        /         I  r^  cosf».Gcos,>J^.^+^sin,".(;sin,".^+^(-Gsin.u.-7-^sinp-Gcos;^.^co8a)l</>(/arfic' 
J       J        J    Ld'k  ik    a  I  2A     A'  (Iw  aw         j 

•        00 

=/7'7iè>  ,!-¥'>  S]-'-- ^f' /'Vise  -  w)-"  ■  £]«"■'• 

•  «  o  00e 

ÎA         S  7:         !  2A 

o  u  o  0 

En  conséquence,  on  a 


V  —  Il  —  ^^ 


XXVIll. 


Reprenons  les  formules  précédemment  trouvées 
,„       271).'       n'/.'  /]     ,    'I  \ 

^="-3 — tU+bJ' 


[19] 

qui  expriment,  la  première,  le  volume  intercepté  entre  une  surface  donnée 


U2 

et  une  splièie  de  rayon  /.  ayant  pour  centre  un  point  M  de  celte  surface,  la 
seconde,  l'aire  totale  comprise  entre  le  point  M  et  la  courbe  d'intersection  S 
de  la  surface  et  de  la  sphère.  Si  l'on  fait  subir  aux  rayons  principaux  une 

modification  qui  n'altère  pas  la  courbure  moyenne  -  (--  +  —)  et  qui  di- 

/ 1       1  '\  "  ~  V'*      ^/ 

minue  1  écart    -5—  r  )  entre  les  courbures  extrêmes,  ce  qui  est  toujours 

\D      A/ 
possible  lorsque  la  courbure  n'est  pas  uniforme,  le  volume  U'  demeurera 

invariable  et  l'aire  S"  sera  diminuée.  Admettons  que  la  modification  dont 
il  s'agit  n'affecte  que  les  points  dont  la  distance  à  l'origine  M  est  tout  au 
plus  égale  à  /.  ;  la  courbe  ï  sera  remplacée,  sur  la  surface  transformée,  par 
une  nouvelle  courbe  -',  et  il  se  produira  une  solution  de  continuité  entre 
les  deux  portions  de  surface  situées,  l'une  à  l'intérieur,  l'autre  en  dehors 
de  la  sphère  de  rayon  /.  S'il  était  permis  de  faire  abstraction  de  cette  so- 
lution de  continuité,  il  résulterait  évidemment  des  deux  formules  précé- 
dentes que  : 

De  toutes  les  surfaces  continues  et  fermées  qui  interceptent  un  vo- 
lume donné,  la  sphère  est  celle  qui  possède  une  aire  totale  minimum. 

Abordons  maintenant  la  question  de  la  continuité.  Soit  I"  la  courbe  d'in- 
tersection de  la  surface  avec  une  sphère  de  rayon  /.4-'^^-  Réunissons  deux 
à  deux  les  points  des  deux  courbes  ï'  et  s"  qui  correspondent  à  une  même 
orientation ,  il  est  facile  de  voir  que  la  continuité  sera  complètement  réta- 
blie ,  pourvu  que  l'altération  de  chaque  rayon  de  courbure  soit  sullisam- 
ment  petite  par  rapport  à  oÀ.  En  effet,  supposons  que  l'on  attribue  aux 

courbures  -,  rr  des  variations  o~,  s-;  on  aura 

Ad  .\        d  •  . 

1  1  1 

0  -  =  cos  V  0 -r  +  sin'y  0  ■=:  ; 

y  A  H 

par  suite,  la  variation  oz  subie  par  l'ordonnée  d'un  point  N  de  la  courbe  I 
lorsqu'il  prend,  sur  la  courbe  ^',  la  position  N',  sera 


oz  =  — (cos'fx  5  -  -f  sin'."  3  gl' 


H3 

Les  variations  oj:  et  oy  seraient  de  l'ordie  de  >.'  et  peuvent  conséijueui- 
nient  être  négligées  ici ,  de  sorte  que  oz  équivaut  à  la  distance  N.N".  Soit 
maintenant  iS"  le  point  de  ï"  qui  correspond  au  point  >'  de  la  courbe  ï, 
avec  la  même  orientation  y. ,  el  P  la  projection  commune  des  points  N  et  >" 
sur  un  plan  L  parallèle  au  plan  tangent  xy,  et  passant  par  le  point  N",  on 
aura 


^„u    rfG .-     r,    rr-\ ,. 


En  conséquence ,  l'angle  ^  formé  par  l'élément  JiiN"  et  sa  projection  N'  P 
sur  le  plan  L  sera  donné  par  la  formule 


NP 


'O-l^)' 


Quant  k  l'angle  'j>'  que  l'élément  iS'N  "  fait  avec  N'P,  il  se  déduit  de 
l'équation 


,     ,      NP      >P— NIS 


^1  .1 

9—-  5- 


:tg 


'■>-2-(cos'«-^4-s.n-p-^j. 


Cet  angle  diflérera  infiniment  peu  de  w  si  les  variations  5  — ,  6  —,  ùa  sont 

A         B 

du  même  ordre,  ce  qu'on  peut  toujours  supposer.  D'autre  part,  si  l'on  dé- 
signe par  '-•'"  l'angle  formé,  au  point  N\  par  la  courbe  MN'  avec  sa  projec- 
tion sur  le  plan  L  (projection  que  Ton  peut  considérer  comme  identique  k 
celle  de  MS"),  on  a 


MA 

lie  iiu'ine  i|ue  '-i',  '■>  ne  diltcrc  qu'iiitinimeiil  jit'u  de  '■<;  la  cunliiiuilé  existe 
donc  en  tous  les  points  de  la  courbe  MN'N"....,  et,  par  suite,  dans  toute 
l'clcndue  de  h  surface  transformée. 

Evaluons  maintenant  les  variations  introduites,  au  point  de  vue  de  l'aire 
et  du  volume,  par  la  substitution  de  la  série  des  lignes  IN'N"  k  la  série  des 
lij::nes  HIN". 

A  cet  efl'ei,  on  a  d'abord 

N  P  ,        IN   P 


COS  '.1  '  "  COS  M 

De  là,  on  conclut 

>^'is"— ?«rs  =N  P  f— î— ,--î— ^  =(V^+tg'">'  —V^-^tg'Aôy 

VCOS''>         COS  M/         \  J 

'j'i  / '  /'  1  1  \ 

=  [Iff'.i'—  t(f'-^)—  =  l(j'-^  [t(J'"'—  t(J'-'')  '^''-  =  —  157  I  i^os'y.  '^  T  +  s"'n\'^  ^  -^\- 

Si ,  après  avoir  multiplié  celte  expression  par  /.(/y,  on  intèjjre  de  o  à  i!- , 
on  obtiendra  la  vaiiation  de  l'aire  ;  or,  on  a  ainsi 

•  "  ~5"  /    r  (  cus'p  '^  -r  +  sin';/  'J  ji  j  (// 

o 

•  -  '• 

À'   /    /cosl'/  ,  sin'yA  /     ,    ,  I   ,     .  ,     .  I\  , 


—  3-> 
1G 


On  peut  remart|uer  que  celte  variation  est  proportionnelle  à  la  courbure 

lors(|ue  les  rapports —j—  et-r—  sont  idenli(|ues,  c'csl-à-dire  lorsque  la 

T      ¥ 

surface  demeure  semblable  à  elle-même. 


I  I  o 

(Juaiil  au  volume,  l'aire  ilu  triangle  élénieiilaiie  \  \  V  diffère  de  celle  du 
triangle  ?5N"P  d'une  quantité  mesurée  par  l'expression 

^  N  P  =  —7— [  cos- ;/  0-  +  sin'  y  -;  -  1  -;/.. 

La  variation  du  volume  s'obtiendra  en  iuulti|dianl  l'expression  précé- 
dente par  j.d'j  et  en  intégrant  ensuite  de  uii  i-,  ce  qui  donnera 

• -~ 

--V-J     K<v.o-  +  sm-y.gj./v=: T-'^A  +  bJ- 

0 

1  !  \         I 

Maintenant,  si  dans  les  formules  |19J  on  remplace  -r  par  -.-  +  ^^  t  c^» 

\  \  A  A  A        I) 

par  -  +  Cl-,  et  qu'on  ajoute,  aux  variations  qui  en  résultent,  celles  que 
l'on  vient  de  déterminer,  on  aura 

32  L    U^B/  ABJ         Ki  [_   \A       K/        ^ABJ 

= 32-'U'^B;   +~F'-'ÂB' 

l  '^^=-x(."+-rj'^(A+B;- 

/i    1  \ 

si  l'on  suppose  que  la  somme  (v+n  )  demeure  invariable,   i;   sera 
constant,  et  la  variation  (JS"  s'évanouira  en  même  temps  que  o—-.  De  là  il 

\  AB 

résulte  que  S"  sera  un  minimum  lorsque  le  produit  -r-g  sera  un  maximum, 

I       1     ^^ 

c'est-k-dire  lorsque  les  rayons  de  courbure  -r  d  ^  seront  égaux ,  et  c'est 

A    ••  H 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


MEMOIRE 


SUR 


LES  TRAJECTOIRES  MINIMA. 
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MEMOIRE 

SUR   LES   TRAJECTOIRES    M  I  M  AU. 


1. 


Lorsqu'un  point  mobile,  libre  dans  l'espace  ou  assujelli  k  rester  sur  une 
surface  déterminée,  est  soumis  k  l'aclion  dun  système  donné  de  forces,  il 
existe  une  inlinité  de  trajectoires  différentes  qu'on  peut  lui  faire  suivre. 
Parmi  ces  trajectoires,  quelques-unes  jouissent  de  propriétés  remarquables. 
Je  m'occuperai,  dans  ce  Mémoire,  des  trajectoires  minima.  J'appelle  ainsi 
les  courbes  qui  rendent  minimum  une  intégrale  de  la  forme  f^f  [v]  ds,  (h 
étant  l'élément  linéaire  de  la  courbe,  et  -f  (;;)  une  certaine  fonction  de  la 
vitesse.  Je  supposerai,  d'ailleurs,  qu'il  existe  une  fonction  qui  aurait  pour 
dérivées  respectivement  par  rapport  k  x,  y,  z  les  forces  appliquées  X.  Y,  Z  ; 
cl  l'on  sait  que,  dans  ce  cas,  l'on  a,  en  vertu  du  princii.e  des  forces  vives, 

X-n^     Y  -  /,  '^^'     •/        .  '^'" 
«'■  dy  dz 


If. 


La  classe  de  courbes  dont  je  m'occupe  ici  renferme  certaines  espèces 
qui  ont  déjà  été  étudiées,  savoir: 


1"  Les  courbes  géodésiqucs,  ijui  coriespondeiil  au  cas  de  -i  (f)  ==  cuiis- 
laiilc ,  et  parmi  lesquelles  on  peut  compreiidie  les  lignes  de  courbure, 
i|ui  ne  sont  qu'une  variété  des  géodésiques  ; 

2»  Les  brachistochrones  ('),  pour  lesquelles  o ((;)=::-; 

3°  Ouaiid  on  prend  a  [v]  =  v,  les  courbes  qui  correspondent  à  l'intégrale 
/  )-ds=  j  i:-dt,  ne  sont  autre  chose  que  les  trajectoires  que  le  mobile  est 
naturellement  entraîné  à  suivre  sous  l'action  du  système  donné  de  forces. 
Celte  propriété  si  remarquable  des  trajectoires  naturelles ,  qu'Euler  a 
trouvée  le  premier,  constitue  le  principe  de  la  moindre  action.  Elle  dé- 
rive, comme  on  le  verra  ci-après  au  §  VIII ,  des  équations  mêmes  du  mou- 
vement d'un  point  sur  une  surface  donnée  ou  dans  l'espace. 


III. 


Dans  le  cas  général,  les  équations  de  la  courbe  qui  rend  minimum  l'in- 
légrale  /  ?  (c)  ds  s'obtiennent  aisément  à  l'aide  de  la  méthode  des  varia- 
tions, qu'on  peut  appliquer  comme  il  suit  : 

Supposons  ces  équations  connues,  les  lois  du  mouvement  du  point  ma- 
tériel s'exprimeront  par  des  équations  de  la  forme 

[1]  r.  =  l[t),     y  =  l,[t),     z  =  K[t). 

si,  au  lieu  de  se  mouvoir  sur  la  courbe  que  ces  équations  déterminent, 
le  point  mobile  était  forcé  de  suivre  une  courbe  infiniment  rapprochée,  les 
lois  du  mouvement  de  ce  point  pourraient  être  représentées  alors  par  des 
équations  telles  que 


i')  Dans  une  Thèse  prcscnléc  le  1'"  juillet  18.i7  à  la  Faculté  des  sciences  de  l'aris,  j'ai 
déjà  étudie  spécialement  les  propriélés  des  couibes  hracliislochrônes.  Envisageant  dan? 
ie  prcscnl  Mémoire  une  question  analogue,  mais  plus  générale,  j'ai  eu  à  revenir  sur 
quelques  unes  de  ces  propriétés,  celles  qui  étaient  susceptibles  d'être  généralisées. 


m 

[2]  x  =  ).{t)  +  o>.      ï/  =  >.,(0-r«.  .       -  =  >■,(«)  +  '•',. 

'o,  M^,  Wj  étant  des  fonctious  de  /  de  l'ordre  de  dl. 

Si  le  mobile  est  absolument  libre,  les  fonctions  '■<,  «i ,  '»,  pourront  être 
entièrement  arbitraires  ;  mais  si  le  mobile  doit  se  mouvoir  sur  une  surface 
F  [x,  y,  z)  =  constante,  les  fonctions  >o,  w,,  u^  seront  liées  entre  elles  par 
la  condition 

Cela  posé,  en  admettant  d"abord  que  le  point  de  départ  et  le  point  d'ar- 
rivée soient  donnés  de  position,  la  variation  de  l'intégrale  /  9(r)rfs,  en 
passant  de  la  courbe  [1]  à  la  courbe  [2],  sera 

â  f(f  {v)  ds=  ('^.-f  {v)  ds  =  j  ds  d>  (u)  +  o{v)  ods  =  j  dso' {v] 

ou  bien,  d'après  un  mode  de  transformation  bien  connu, 
â  fr^  (V)  ds  =  J«  (?'  (  V)  ^  ds-d  ~  9  (I))) 

Or,  pour  que  lintégrale  /  (f{»]ds  soit  un  minimum  ,  il  faudra  que  la  varia- 
lion  de  cette  intégrale  soit  nulle  pour  toutes  les  valeurs  qu'il  sera  possible 
de  donner  à  m,  m,,  m^.  Si  le  point  est  absolument  libre,  on  aura,  d'après 
cela,  les  trois  équations  symétriques 


ifi 


U2 

de    .         ,  (Ir 


ra 


o'iv) -j-  ds  —  d^  0  Iv]  =  0.       '  : t  !  ! .  :  ;  - 

.'^  '  dz  ds^  ^  ' 

Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  suri'ace  donnée,  auquel  cas  les 
variations  '■>,  m,,  m.^  sont  liées  entre  elles  parla  condition  [3],  on  multipliera 
le  premier  menilire  de  l'équation  [3]  par  un  certain  facteur  0;  le  produit, 
qui  est  identiquement  nul,  étant  introduit  sous  le  signe  I  ,  on  déterminera  6 
de  manière  à  faire  disparaître  '•>  de  l'expression  s  |  cj,[v)ds.  Alors  les  coeffi- 
cients de  M,  et  de  w.  devront  être  identiquement  nuls ,  ce  qui  fournit ,  en 
égalant  les  trois  valeurs  de  0  qu'on  obtiendrait  ainsi ,  l'équation  à  trois 
membres 

,   aIc  ,        ,dx      ,       ,,  .dv  ,        ,dy    ,  ,        ./M'  ,        ,dz    ,  , 

dF  ~  dF  "  dF  • 

dr  dy  dz 


m. 


Si  le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée  n'étaient  pas  donnés  de  posi- 
tion ,  un  obtiendrait,  relativement  à  ces  points  limites  (1)  et  (2),  des  condi- 
tions qu'il  importe  de  considérer. 

'   La  variation  de  l'intégrale  /  o  (t')  ds  comprendrait- alors ,  en  dehors  du 
signe  /  ,  les  termes  suivants  :  "    •       ■       •    '  ■ 
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[vc4:"]+t"''E-"j.+[''-'^'->t*'"'"'^' 
_[,,„,^,.,]_[,,,^^,]-[,,!:H-l-[''"''"'],- 

Considérons,  en  particulier  sur  une  surface  donnée  les  trajectoires  pour 
lesquelles  v  ?  [v]  esl  constant,  ce  qui  comprendra  deux  espèces ,  les  géodé- 
siques  et  les  brachistochrônes,  et  supposons  que  le  point  de  départ  soit  fixe, 
on  aura  simplement ,  pour  le  point  d'arrivée . 

L  J  as      '   as         us 

d'où  il  résulte  que,  pour  le  môme  temps  /,  le  lieu  géométrique  des  points 
d'arrivée  sera  une  courbe  normale  à  chacune  des  trajectoires. 

Plus  généralement,  on  voit  que  si  la  condition  [1]  a  lieu  pour  les  points 
de  départ ,  elle  aura  également  lieu  pour  les  points  d'arrivée .  ce  qui  donne 
le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  imagine,  sw>-  une  surface  donnée,  me  série  de  géodésiqurs 
ou  de  brachistochrônes  issues  Hormalement  d-une  même  courbe,  et  qv.e 
l'on  considère  sur  chacune  d'elles  des  arcs  parcourus  dans  le  même 
temps,  la  courbe  tautochrône  formée  par  les  extrémités  de  ces  arcs 
sera  elle-même  normale  à  chacune  des  trajectoires  (']. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  évidemment  au  cas  des  bra- 


(-)  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Gauss  pour  le  cas  des  géodésuiiies.  M.  Bertrand  l'a  plus  tard 
énoncé  et  démontré  svnthétiquoment  pour  les  brachistochrùnes;  j'en  ai  moi-même  donne, 
•lans  le  tome  XII  du  Journal  de  M.  Liouville,  une  démonstration  analytique,  pour  ce 
même  cas  des  brachistochrônes,  en  suivant  la  marche  tracée  par  M.  Causs  pour  les  géodé- 
siques.  Cette  démonstration  analytique  peut  d'ailleurs  s'étendre  sans  diflicullé  à  une  fonc 
tion  ?iv)  quelconque ,  et  elle  conduit  alors  à  ce  résultai,  que  la  propriété  des  courbes 
taulochrônes  orthogonales  n'appartient  généralement,  dans  la  classe  des  trajectoires  qui 
rendent  minimum  l'iniéiirale/?  (i')rf.'.  q"'^'"'^  -'""^  seules  espèces  géodésique  et  l.r.i- 
chistochrône. 
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i-Jiisloclirônes  absolues  el  des  géodésiques  ubsoh(cs  ^ligues  droites),  c'est- 
ii-dire  au  cas  oi'i  le  mobile  peut  se  mouvoir  librement ,  sons  l'action  des  for- 
(■es  données,  sans  être  assujetti  à  rester  sur  telle  ou  telle  surface  ;  on  est 
alors  conduit  à  ce  théorème  : 

Si.  l'on  imagine  anr  série  de  géodésiqiies  ou  de  brachistochrônes 
absolues,  issues  normalement  d'une  surface  quelconque,  el  qve  Von 
considère  sur  chacune  d'elles  des  arcs  parcourus  dans  le  même  temps, 
la  surface  tautochrnnc  formée  par  les  extrémités  de  ces  arcs  sera  elle- 
même  normale  à  chacune  des  trajectoires. 

On  voit,  du  reste,  i|ue,  dans  l'un  el  l'autre  cas,  la  propriété  des  courbes 
ou  des  surfaces  (autochrônes  orthogonales  n'appartiendra  pas ,  générale- 
ment, aux  autres  espèces  comprises  dans  la  classe  que  nous  étudions,  à 
cause  du  terme  M  ov  (s  v)  —  o  [v]  o  [v]  j  qui  ne  sera  généralement  pas 
nul.  - 


V. 


Eludions  maintenant  les  équations  générales  (A)  du  §  111 ,  que  nous  re- 
présenterons simplement  par 


(A) 

/.  {^ 

=  vM  =  -/.[^)^ 



en  posant 

,dx 

'^Ts'^ 

ds 

„\ 

^da- 

dx    dr\        1  ^    ds 
ds    ds]      ^^'    ds 

,  ,  .  de 
.         ^  ^'^)  dx 

/.  ',•'■'  — 

0 

dF 

dx 

dx 

Posons  en  outre 
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,  dx 
ds  dv       dx    do 

ds  .  dx       ds     ds 

dx  dx 


les  équations 


l{x)^y.(y]=^).(z). 


qui  correspondent  au  cas  où  l'on  suppose  v  ou  ç  [o]  constant,  représente- 
ront évidemment  les  géodésiques  de  la  surface  F  =  constante  ;  d'autre  part, 
les  équations 

(j.{x)  =  iJ.{y)=ii{z) 

s'appliqueront  k  une  certaine  espèce  de  courbes  qu'avant  d'aller  plus  loin 
il  est  essentiel  de  caractériser. 


VI. 


Celte  espèce  de  courbes  n'est  autre  chose,  on  va  le  voir,  que  celle  des 
ligties  de  plus  grande  pente,  relativement  au  système  donné  de  forces. 

J'appelle  ligne  de  plus  grande  pente  celle  dont  la  tangente,  en  chaque 
point,  fait  avec  la  direction  de  la  résultante  R  des  forces  X ,  Y,  Z,  l'angle  le 
plus  petit  possible. 

En  d'autres  termes,  celte  courbe  sera,  sur  une  surface  donnée,  l'enveloppe 
des  projections  de  la  force  en  chaque  point,  et,  dans  l'espace  absolu ,  l'en- 
veloppe des  directions  mêmes  de  la  force. 

On  peut  encore  définir,  si  l'on  aime  mieux,  les  lignes  de  plus  grande  pente 
comme  étant,  en  chaque  point,  normales  aux  courbes  de  niveau  sur  une 
surface  donnée,  ou  aux  surfaces  de  niveau  dans  l'espace  absolu  ;  ces  cour- 
bes et  ces  surfaces  de  niveau  étant  représentées  par  l'équation  de  condition 
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V  =  conslaiite ,  jointe ,  pour  les  courbes ,  à  l'équation  de  la  surface  F  =.  con- 
stante. 

Ces  définitions,  qui  n'expriment  au  fond  qu'une  seule  et  même  propriété 
caractéristique,  vont  nous  conduire  aisément  aux  équations  des  lignes  de 
plus  grande  pente. 

En  eiïet,  la  direction  de  la  force  peut  s'exprimer  par  les  cosinus  des  trois 
angles  qu'elle  forme  avec  les  axes  coordonnés,  et  ces  cosinus  sont 

.  -    ■                  do         dv         dv               .  .  ■      '     .,- 

■      dx        dy         dz  .  


R    '      R    '      R    ' 

de  même  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  dont  il  s'agit  de  trouver  les 
équations  étant  exprimée  par  les  trois  cosinus  .  : 

dx        dy        dz 
Ts'       ds'      Ts' 

l'angle  «  de  ces  deux  directions  sera  donné  par  la  formule 

(dv  ,     ,    di:  ,     ,   dv   ,  '\ 
'[Tx'^'+d^'^y-^irz'^'Lvdr 


V 
COS  «  =: 


R  ds  R  ds  ' 


équation  que  nous  aurions  pu  écrire  immédiatement ,  car ,  mise  sous  la 
forme  R  cos  « =-t^  ,  elle  exprime  que  la  projection  de  la  force  R  ,  suivant 
une  certaine  direction ,  donne  la  mesure  de  l'accroissement  instantané  de  la 
vitesse  dans  cette  direction. 

Maintenant,  quelle  que  soit  la  direction  que  l'on  voudra  considérer  autour 
du  point  M,  R  et  v  auront  des  valeurs  invariables  qui  ne  dépendent  que  de 
la  position  même  de  ce  point.  Par  conséquent,  la  direction  qui  rendra  mini- 
mum a,  c'est-à-dire  la  direction  de  la  ligne  de  plus  grande  pente,  sera  aussi 
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celle  qui  rendra  maximum  le  rapport  -7-,  que  nous  appellerons  Vaccéléra- 

te  S 

tion  spécifique.  Mais  on  a,  généralement. 


^do ds  è  dv  —  dv  â  ds . 

ds  ds' 

d'autre  part,  si  au  lieu  de  la  direction  dont  les  trois  cosinus  sont  ^j-'  -r-'  n-' 
^  ds  ds  ds 

on  considère  une  direction  infiniment  voisine,  on  pourra  poser 
adx  =  (>\      'jdy=^(>\,      (îdj  =  w,, 


pt  l'on  aura 


avec 


,  j       dx      ,    dy      ,   dz 
dx  ds    '      ds    - 


^  .        dv      ,   do      ,   dv 

on  aura,  de  plus,  si  le  mobile  doit  rester  sur  la  surface  F = constante , 
,,,  dF      ,   dF      ,  dV 

D'après  cela ,  la  variation  ^-j-  s'exprimera  ici  par  la  formule 

, dv      (dv  ,       dx  ,  \      .    /de  ,       du  ,  \       ,    /dv  ,       dz  ,  \ 
'?i^  (Tx'''-d^^V  '■'+  (d^'^'-Ts'^")"'^-^(Tz^'-Ts'^')'"^- 

et  devra  être  nulle,  m,  'j),,  ',>,  étant  assujettis  seulement  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion de  condition  [1],  ce  qui  donnera  pour  les  équations  des  lignes  de  plus 
grande  pente 


us 

.              dr  j    •  dx  j        dv  j       dy  ,        dv  ,       dz  , 
-j-  du  —-7-  dv      -T-ds  — T^  dv      -j-ds  —  -r-  dv 
dx  ds      dy  ds      dz  ds 

rfF  ~  rfF  ~  ^F       ^'■ 

dit  dy  dz 

011  bien  '•. 

u.{x)    =    u{y)    i=    u{z). 

Ces  équations  se  réduisent  d'ailleurs  à  - 

a  (a;)  =  0,     fx  («/)  =  0,     u.  [z)  =  0, 

quand  le  mobile  est  absolument  libre,  et  représentent  alors  la  ligne  de  plus 
grande  pente  absolue. 


Vil. 


D'après  ce  qui  précède  ,  les  équations  des  courbes  qui  rendent  minimum 
l'intégrale  A  [v)  du  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

x(*)  =  x(y)=x(2). 

en  prenant  •     -    .      w,       -   - 

X  (*)  =  ?'  (")  f^  {^)  —  9  {^)  ^'  (-f  ' . 

ou  bien  sous  la  forme 

X.(*)=Xi(^)  =  Xi(2). 
en  prenant 

avec 


X,.A—ÎM_ 


çp  (i;) 
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Pour  chaque  valeur  disliiicle  de  o  (r),  ou  ,  pour  mieux  dire,  de  ^  {c),  on 
obtiendra  des  courbes  de  dilïérente  espèce  ,  et ,  parmi  ces  courbes  ,  on 
pourra  compter,  comme  espèce  singulière,  les  Hgnes  de  plus  grande  penle, 
i|ui  correspondent  au  cas  de  'i  (v)  =  se,  ou  si  l'on  aime  mieux  deV^=:o 
quel  que  soit  e.  L  on  voit,  du  reSle,  que  les  équations  des  courbes  qui  ren- 
dent minimum  l'intégrale  /  r^{v)ds  ne  dépendent  pas,  en  réalité,  de  la 
fonction  9,  mais  bien  du  rapport  i^T--  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  s'expli- 
quer :  car  soient  s  et  t*  deux  l'onctions  de  0  telles  que  l'on  ait 

œ' <!)■ 

on  tirera  de  là,  par  l'intégration; 

log  0  =  log  «l<  -)-  K , 
K  étant  une  constante  arbitraire  ;  d'où 

ainsi  le  rapport^ sera  une  constante  K;  il  est  donc  naturel  que  les  mêmes 
courbes  correspondent  aux  lonclions  7  et  <^,  quel  que  soit  r,  car  cela  re- 
vient il  dire  que  la  même  courbe  rend  minimum  toutes  les  intégrales  de  la 
forme  K/'-^iujàs,  chose  évidente  à  priori. 


Ylll. 


Nous  avons  déj'i  dit,  au  §  II,  que  les  courbes  qui  correspondent  k  l'in- 
tégrale /  c(h  ^fv^dt  ne  sont  autre  chose  que  les  trajectoires  qui  seraient 
naturellement  suivies  par  le  mobile  sur  la  surface  F  =  constante,  sous  l'in- 
iluence  des  forces  X,  Y,  Z.  Pour  le  démontrer,  rappelons  que  les  équations 
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du  mouvenienl  d'un  point  de  relie  surface  peuvent,  comme  on  sait,  être 
mises  sous  la  forme 

_  =  \  +  Ocos., 
d'y 

d*z 

_  =  Z  +  Ocosv,    • 

/,  ;j,  V  étant  les  angles  que  la  normale  fait  respectivement  avec  les  trois  axes 
coordonnés,  et  Q  étant  la  valeur  variable  à  chaque  instant  de  la  résistance  de 
la  surface,  force  égale  et  inverse  à  la  pression  exercée  normalement  par  le 
mobile. 
D';iu!re  part,  en  posant,  pour  abréger. 


-^©'  +  (f)'  +  (0 


on  a 

dV  d¥  d¥ 

dx  dy  dz 

COS  /  = — r: —  ,  COS  y  =  — ~—  ,  COS  V  =  — p —  ; 
\  V  V 

on  pourra  donc  écrire 

d'x  _  Y   t   0     '^f 

^_         ^    dF 
dr~    '^\    rf.v' 

dr  ~'-  '  \    dz' 

d'où  l'on  lire  ,  en  égalant  les  trois  valeurs  de  y-  '?■■*  équations  de  la  trajec- 
toire naturelle  sous  la  forme  suivante  : 

C>_         dr  _         dr  _        dr 

V~       dl  El      ~      ^ 

dx  dy  ds 


\'6\ 

Dans  le  cas  où  il  existe  une  (onction  des  forces,  un  a 

^         do      ..         do      „         do 
o*  ay  aj 


el  par  suit 

e 

J  dj:                     ,  dx 

,           a -y:             J          a-r-  V 

dv         dt         dv         ds 
dx         dt         dx         dt 

dv 
--^'dx 

dx  dv 
dt  dt 

,  dx 

"    dt 

^dx 

fdv        dx  dv\        ,     ds 

dg 
on  aura  donc 


J  dx 
\  /dv        dx  dv\         ds 

~~  ~TZ  TT  I  " 


Q   v\dx        ds  ds)        ds  

VF*  —       :  ^p  -  etc., 

dx 


en  sorte  que  les  équations  de  la  trajectoire  naturelle  prendront  la  forme 


"^(S)'+(f)"+(§)'  " 


sous  cette  forme  on  voit  clairement  que  ces  équations  sont  celles  de  la 
courbe  qui  rend  minimum  l'intégrale  /  vds  ou  /  v^dt. 
Remarquons,  d'ailleurs,  que  ces  équations  se  réduiraient  à 

-«.(a;]  — À(x)=o,      -,«ty)  — >-(y)  =  o,     -p(z)— À(î)  =  o, 
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dans  le  c;is  où  le  mobile  serait  absolument  libre ,  et  qu'il  sutiirait ,  pour 
arriver  à  ce  résultat ,  de  reprendre  les  mêmes  calculs  dans  l'hypothèse 
0  =  0. 

IX. 

Considérons  les  courbes  pour  lesquelles  le  rapport -^^  s'annule  quand 
on  y  fait  v  —  o. 

THÉORÈME.  —  Tûiiles  les  courbes  de  cette  catégorie  sont  tangentes 
à  la  ligne  de  plus  grande  pente  ou,  ce  qui  revient  au  même,  normales 
dur  courbes  de  nireau  en  tous  les  points  où  la  vitesse  est  nulle. 

Car  on  voit  (jue.  pour  ces  points,  la  direction  de  la  tangente  est  indiquée 
par  les  équations 

qui  sont  celles  de  la  ligne  de  plus  grande  pente. 

Celle  catégorie  de  courbes  comprend,  en  particulier,  lesbrachistochrônes, 
les  trajectoires  naturelles,  etc.  ;  mais  il  est  évident  qu'elle  ne  comprend  point 
les  lignes  géodésiques. 

Le  même  théorème  s'applique  évidemment  aux  trajectoires  pour  les- 
quelles le  rapport -^T-^-  s'annule  pour  des  valeurs  particulières  r^,  r, ; 

toutes  ces  trajectoires  rencontrent  orthogonalemeni  les  courbes  de  niveau 
r  =  v„,  '•  =  '•, 


X. 


Si  un  mobile  suit  l'une  des  courbes  de  la  classe  i.Vi,  la  résultante  des 
forces  appliquées,  estimée  suivant  le  rayon  de' courbure,  peut  s'exprimer 
très-simplement,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  en  fonction  de  la  force 
centrifuge  —  (r  étant  la  longueur  du  ravon  de  courbure). 
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On  a  d'abord 

ds 


r  = 


^("a"+("fO'+("0' 


et  l'on  sait  que  les  angles  que  fait  la  direction  du  rayon  de  courbure  avec  les 

dx  '       .  d]i  ,  dz 

d  -j-        a  -j-        d-T-^ 

trois  axes  ont  respectivement  pour  cosinus  r  _££,   »•    "  -'' ,  r-J±\    de  là 
'  ^  (/s  rfs  ds 

résulte  l'expression  N  de  la  projection  ou  de  ia  composante  dont  il  s'agit, 
savoir  : 

. rr  /dr   ,  dx      dr   ,  dy      de   ,  dz\ 

'''~'Ws\dx     ds      Uy     ds      dz     dsj' 

D'autre  part,  0  étant  l'angle  que  la  normale  à  la  surface  l'ait  avec  la  direc- 
tion du  rayon  de  courbure ,  on  a 

d¥  j  dx  ,   (/F   ,  du   ,    (/F   ,  d: 

-j-d-y-4-^  d-f-+-r-  d-r- 

dx     ds      dy     ds      dz     ds 

Cela  posé,  si,  dans  l'équation  générale  (A)  du  §  W,  on  multiplie  les  deux 

11  .  .•  .  1  dx     ,  dy      ,  dz     , 

termes  de  chaque  rapport  respectivement  par  d  -j-,  d  -p,  «-i-,  et  qu  on 

ajoute,  on  aura,  après  quelques  réductions, 
V  r 


expression  fort  remarquable  en  elle-même  en  ce  qu'elle  donne  le  symbole 
X  sous  forme  d'une  fonction  très-simple,  symétriquement  composée  en  x. 
y,  z;  dans  les  écjuations  (A),  au  contraire.  /  a  trois  valeurs  qui  ne  présentent 
([u'une  symétrie  partielle  ,  c'est-à-dire  telles  que  de  l'une  quelconque  on 
peut  déduire  les  deux  autres  par  un  simple  changement  entre  les  lettres 
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Pour  le  cas  particulier  des  Ingecloires  naturelles,  sur  une  surface  donnée, 
on  a  déjà  vu  que  l'on  a 

.._  — Q 


■■^(S)'+(|)'+(S' 


on  doit  donc  avoir,  pour  ces  courbes, 

^_  JL 
—  0 V r 

V  cos  0     ' 

d'où 

[1]  iN  +  <J  cos  û  =-^. 

Ce  résultat  est  aisé  à  démontrer  à  priori.  Kn  effet,  à  chaque  instant  du  mou- 
vement et  pour  une  trajectoire  quelconque,  les  forces  appliquées  X,  ï,  Z, 
combinées  avec  la  résistance  Q  de  l;i  surface,  peuvent  se  ramener,  en  défi- 
nitive, à  deux  composantes:  r  une  composante  dirigée  suivant  le  rayon  de 
courbure,  et  ayant  évidemment  pour  valeur  N  -|-  Q  cos  6  ;  2°  une  composante 
ayant  une  certaine  direction  dans  le  plan  langent  à  la  surface.  S'il  s'agit 
d'une  trajectoire  naturelle,  le  mobile  étant  alors  libre  de  glisser  dans  tous 
les  sens,  sur  le  plan  tangent,  cette  deuxième  composante  ne  peut  être  que 
tangentielle  à  la  trajectoire,  et  elle  n'aura  conséquemment  d'autre  effet  que 
de  produire  un  changement  dans  la  vitesse  v  (').  La  seule  force  N-f-QcosO 
devra  donc  équilibrer  la  lorce  centrifuge  -7- 

Ce  mode  de  raisonnement  ne  s'appliquerait  i»as  à  toute  autre  ligne  qu'à 
une  trajectoire  naturelle ,  car  alors  le  mobile  étant  obligé  de  suivre  une  tra- 
jectoire autre  que  celle  qui  convient  à  la  libre  action,  sur  la  surface  F  =  con- 
stante ,  des  forces  données  ,  il  faudrait  tenir  compte  ,  non  plus  de  la  résis- 

(')  Cela  revient  à  ce  Ihéoréme,  (|iii  est  pour  ainsi  dire  évideni  par  liil-nième  :  Le  plati 
nsrviateur  d'une  Irajecloirc  naturclterontifiil  tonjourf  lu  rùnilunle  des  forces  appliquées, 
en  comprenant  parmi  ces  forces  la  résistance  de  la  surface,  si  l'on  se  donne  une  surface. 

De  là,  comme  cas  particulier,  le  théorème  relatif  aux  géodésiques  (pag.  136).  Le  plan 
ofcnlateur  d'une  géoilèsiqxie  passt  toujour!<  pur  lu  normale  a  la  anrfacc. 
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lance  d  de  la  surlace,  mais  rie  la  résistance  de  la  Irajecloire  donnée  elle- 
même. 

Si  les  forces  X,  Y,  Z  sont  constamment  nulles  ,  alors  la  vitesse  v  du  mo- 
bile est  constante;  l'intégrale /yds  qui  caractérise  les  trajectoires  natu- 
relles équivaut  à  l'intégrale  fds  qui  caractérise  les  géodésiques,  lesquelles 
ne  sont,  k  ce  point  de  vue,  qu'une  variété  des  trajectoires  naturelles, 
comme  elles  sont,  du  reste,  une  variété  de  toutes  les  espèces  de  la  classe  (A) 
pour  le  cas  où  la  force  R  =  o.  D'ailleurs ,  il  est  évident  que  l'équation  [11 
ci-dessus  doit  subsister  toujours  ;  seulement  la  composante  !S  s'évanouit  ; 
de  plus,  l'angle  9  =  o,  comme  nous  le  ferons  voir  tout  à  l'heure.  L'équation 
précédente  se  réduit  donc  simplement  à  celle-ci  : 

de  là  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Lorsqu'un  mobile,  après  avoir  reçu  une  certaine  vitesse  initiale, 
se  meut  librement  siir  une  surface,  il  décrit ,  d'un  mowiement  uni- 
forme, une  géodésique. 

i.  La  force  centrifuge  qui  tend  à  chaque  instant  à  se  développer 
dans  ce  mouvement ,  est  équilibrée  par  la  résistance  de  la  surface ,  et 
cette  résistance ,  qui  mesure  aussi  la  pression  du  mobile,  est  toujours 
en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  géodésique. . 

3.  Si  la  surface  donnée  est  plane,  ou  si  le  mobile  est  absolument 
libre  dans  l'espace,  il  décrit  une  ligne  droite  ;  les  forces  centrifuges  et 
les  pressions  s  évanouissent. 

Quant  aux  équations  dilférentielles  des  géodésiques  sur  une  surface 
donnée,  nous  les  obtenons,  d'après  ce  qui  précède,  sous  la  forme  : 

,  dx 

d  -j- 
ds 


-»-\/(£)V(0+j)'    % 


ds 

etc. 
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ou  t!nc(jrH  sous  la  l'oiniL'  suivante: 


J  dx 

ds 

dF       , 

■  -r-  COS  6 
dx 

ds    - 
ds 

Us)  +U2/J  ^U-J 

dF        , 
dy 

ds    ~ 

,dz 

rd-r- 

ds 

[dxl        \dy)  '^\dzj 

dF        , 

-5— COS  5 
dz 

\ 


"     ^(iJ+(f)V(| 


Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  équations,  el 
qu'on  ajoute,  on  voit  de  suite  que  cos'  0=1,  ce  qui  revient  à  ce  théorème 
bien  connu  : 

Le  rayon  de  courbure  des  géodésiques  est  toujours  dirigé  suivant  la 
normale  à  la  surface;  théorème  identique,  au  fond,  à  celui-ci  : 

Le  j^lan  osculatew  en  chaque  point  d'une  ligne  géodésique,  passe 
par  la  normale  à  la  surface. 

Celte  propriété  est  tout  à  fait  caractéristique,  en  ce  sens  qu'elle  fournit 
immédiatement  les  équations  différentielles  de  ces  lignes,  sous  la  forme  ci- 
dessus  ,  avec  cos  0  =  1.  ■ 

Maintenant  considérons  en  particulier,  dans  la  classe  générale  (.\)  : 

1"  Les  courbes  ;>/a/iM,  ou,  pourmieux  dire,  celles  qui  correspondent  au 
cas  où  la  surface  donnée  est  un  plan:  pour  tontes  ces  courbes,  la  ligne 
droite  exceptée,  on  a  cosQ  =  o; 

2°  Les  courbes  absolues,  c'est-à-dire  celles  qui  correspondent  au  cas  où 
le  mobile  est  absolument  libre;  pour  ces  dernières  courbes,  y  compris  la 
ligne  droite ,  on  a  /  =  0. 

Dans  ces  deux  cas,  la  valeur  générale  de/,  énoncée  précédemment, 
donnera 


et  l'on  en  tire 


ou,  plus  siuipleineiil, 
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V  r 


r     V  9  (f) 


N=.-î-        ^ 


On  se  rappelle  que  la  caractéristique  '^  [v)  distingue  entre  elles  les  diverses 
espèces  de  courbes  qui  composent  la  classe  (A).  Le  résultat  ci-dessus  nous 
apprend  que,  dans  les  cas  où  l'on  a -^  (*;)  =  ±  -.  c'est-k-dire  pour  les  hra- 
chistochrônes  el  les  trajectoires  naturelles ,  la  composante  N  est  égale 

,.2 

en  grandeur  absolue  à  la  force  centrifuge  y,  quand  le  mobile  est  libre 
ou  doit  se  mouvoir  dans  un  plan  donné  {']. 

Ce  théorème,  en  ce  qui  concerne  les  brachistochrônes  planes,  a  été  établi 
par  Euler  [Mechanica,  tome  II),  qui  l'avait  regardé  comme  exprimant  une 
l)ropriété  de  ces  courbes  tout  à  fait  caractéristique;  on  voit  que  cette  pro- 
priété s'étend  encore  aux  bracliistochrônes  absolues,  el  aussi  aux  trajectoi- 
res naturelles,  absolues  ou  dans  un  plan  donné.  Mais  elle  n'appartient  qu'à 
ces  deux  espèces,  parmi  les  courbes  de  la  classe  (A);  en  effet,  l'intégration 
de  l'équation  différentielle 

■'         ±1. 


Vrf'{v 


{'}  Les  géodésiques  se  réduisent  ici  à  des  lignes  droites,  el  l'on  a  évidemment 


r 


■18 
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ne  donne,  poui  la  lonclion  9,  que  deux  formes 

Généialeaienl,  pour  lotîtes  les  covrbes  qui  rendent  minimum  l'inté- 
qrale  f's>{r)ds,  le  mobile  étant  d'ailleurs  ou  libre  ou  assujetti  à  rester 
sur  un  plan  donné,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  —  à  la  composante 
N,  est  une  certaine  fonction  de  *;,  et  par  conséquent  est  constant  dans 
toute  l'étendue  d'une  même  courbe  de  niveau;  et  il  est,  du  reste,  aisé  de 
voir  que  ce  rapport  est,  en  outre,  absolument  invariable  pour  chacune 
des  courbes  caractérisées  par  une  fonction  de  la  forme  'i{(:)=i'\  i<  étant 
une  constante  arbitraire  qui  n'est  autre  chose  que  la  valeur  même  du 

rapport—. 

—  _  .  ,  '-.■>.• 

Il  y  aura  toujours  deux  espèces  conjuguées  pour  lesquelles  ce  rapport 
aura  la  rnètne  expression  numérique  mais  en  signes  contraires;  ces  deux 
espèces,  telles  que  sont,  par  exemple,  les  brachistochrônes  et  les  trajec- 
toires naturelles,  correspondront  à  deux  fonctions  '^  {c)  égales  et  de  signes 
contraires,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  deux  fonctions  9  («)  et  9,  [v) 
telles  que  l'on  ait 
.  .'  .    ,        .  -if)-)  9,  ()•)  =  constante. 


XI. 


THKOKKMK.  —  Si  une  courbe  donnée  appartient  à  la  fois  éi  deux  des 
espèces  représentées  par  l'équation  (A),  toutes  les  espèces  se  réunissent 
en  cette  courbe ,  qui  alors  est  à  la  fois,  en  tous  ses  points,  géodésique, 
bra'ckistocïirôné ,  trajectoire  naturelle,  ligne  de  plus  grande  pente, 
etc.  (').    ■  ■••■•■■   •  ■•  '■•■  .-.:-.  -.^  

{')  Exemiile,  pour  le  cas  de  la  pesanteur,  une  verlicalc  sur  un  plan  ou  sur  une  surface 
cylindrique,  à  arêtes  verticales,  ou  encore,  un  méridien  quelconque  d'une  surface  de 
révolution  à  axe  vertical. 


^3o 

Il  snlTit  de  prouver  que  l'équation 

Z  (*•)  =  / (2/)  =  /.U-) 

ne  peut  subsister  pour  deux  valeurs  différentes  de  |  {())  sans  avoir  lieu  aussi 
quel  que  soit  'I'  W- 
Or,  si  l'on  avait 

^  [v]  f.  [x]  —  /  {X)  =  <h  (r)  y.  {y)  —  /  in)  =  i  {>■)  ^  (:)  —  /  (s) 
et 

+  >  (f  )  ,'■'■  (:'•)  —  ^-  (■»')  =  '-Pi  ('-')  .'^-  (?/)  —  '■  <?/)  =  '^'  (")  ■"  (-)  ~  '■  ^-J • 

on  en  déduirait,  par  voie  de  soustraction  , 

fj.  (x)  [!^  {»)  -  i,  (")] = [j.  [y]  [h  [v]  -  'i,  m = V-  [z]  [h  ((•)  -  4-,  m , 

d'où  la  conclusion  que,  si  M'")  — ^.  (")  "'est  pas  identiquement  nul,  on 

devra  avoir 

p.[x)  =  ^.\jj)  =  lj.{z), 

et  par  suite  aussi 

A  (,«)  =  /.  (2/)  =  M-'); 

l'on  aura  donc 

X  (*)  =  X  («/)  =  X  (=)  q»el  que  soit  A  (t:).  C.  Q-  F.  n. 

Ce  théorème  s'applique ,  du  reste ,  également  aux  espèces  considérées 
sur  une  surface  donnée  et  aux  espèces  absolues;  et  il  est  bien  clair  que  la 
démonstration  ci-dessus  embrasse  les  deux  cas. 


XII. 


Jusqu'ici  nous  avons  considéré  un  point  mobile  soumis  à  un  système 
donné  de  forces  X,  Y,  Z,  en  sorte  que  v  était  une  fonction  déterminée  des 
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coordonnées  j,  y,  z  du  point;  les  diverses  espèces  de  courbes  comprises 
dans  la  classe  ainsi  obtenue  étaient  caractérisées  par  la  forme  de  la  l'onc- 
tion'f  qui  entre  dans  l'intégrale /'i(r)  r/x,  nu,  plus  généralement,  dans 
l'intégrale  Kfo{o)  ds. 

Mais  on  peut  laisser  indéterminé  le  système  X,  Y,  Z  des  lorces  appliquées 
au  point  mobile.  Alors  l'intégrale  K  y' y  (r)  ds  représentera  conmie  une  fa- 
mille de  courbes,  qui  comprendra  diverses  classes  suivant  les  systèmes  de 
forces ,  ou ,  pour  parler  plus  exactement,  suivant  la  forme  de  la  fonction  r. 
Dans  cet  ordre  d'idées,  on  voit  de  suite  qu'il  pourra  se  faire  qu'une  même 
courbe  représente  des  espèces  différentes  dans  des  classes  différentes  ;  en 
désignant  par  r,  Vi,  o  et  ç,  certaines  fonctions  caractéristiques  de  classe  et 
d'espèce,  cela  aura  lieu  toutes  les  fois  que  l'équation 

[1]  -^^^^r  constante, 

pourra  être  satisfaite  pour  plusieurs  systèmes  de  formes  différentes  attri- 
buées aux  caractéristiques  v,  r,,  «p  et  'f,. 

A  ce  même  point  de  vue  ,  on  peut  dire  que  les  géodésiques  forment  une 
espèce  proprement  dite  appartenant  à  la  fois  à  toutes  les  classes,  de  même 
qu'elles  sont  une  variété  de  chaque  espèce  pour  le  cas  particulier  de  (;i= 
fonstante  ou  11=;  o  (§  10);  pour  mieux  dire,  toute  la  classe  (•  =  constante 
se  réduit,  en  réalité,  aux  seules  géodésiques.  On  pourra  aussi  considérer 
toute  courbe  d'une  classe  v  comme  étant,  par  exemple,  une  brachistochrône, 
pourvu  que,  pour  obtenir  cette  brachistochrône ,  on  choisisse  convenable- 
ment le  système  de  forces.  Ainsi  une  trajectoire  naturelle  ,  c!'/frf.s  =  o,  est 

rds 
-—:=zo,  pourvu  que  l'on  ait 

cr,  =  constante; 

équation  propre  à  déterminer  i\  et,  par  suite,  le  système  de  forces  cor- 
respondant lorsque  r  est  connu ,  ou  réciproquement. 
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Si  dans  l'équation  [1]  on  prend  pour  les  caractéristiques  o/  et  9,  une  seule 
même  l'onction  -j,  alors  on  aura  l'équation  symbolique 

9  iV,] 

-H-f-  =  constante, 

laquelle  admettra  d'abord,  comme  solution  évidente, 

(;,  =  r  ; 

si  celte  solution  est  la  seule,  la  courbe  de  l'espèce  9  n'appartiendra  qu'à 
une  seule  classe.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  trajectoires  na- 
turelles, les  bracliistochrônes,  etc.  Mais  il  peut  se  présenter  des  solutions 
multiples  dont  on  devra  tenir  compte;  par  exemple,  les  courbes  de  l'espèce 
ofr^ds  =  o  correspondent  à  deux  classes  +  ''  et  —  '"i  à  cause  des  deux 
solutions  de  l'équation 

<;,'=  r%  d'où  l\  =  +r; 

pour  ces  deux  solutions,  réellement  distinctes,  les  forces  sont  égales  quand 
on  considère  le  même  point,  et  l'on  a  alors  une  seule  et  même  trajectoire, 
parcourue  par  le  mobile,  ici  dans  un  sens,  là  en  sens  inverse.  De  même,  les 
courbes  de  l'espèce  àfsïnvds  =  o  correspondent  à  la  même  espèce  dans 
une  infinité  de  classes  renfermées  dans  la  formule 

i\=]i-±o 

où  K  est  un  nombre  entier  quelconque,  le  signe  supérieur  élanl  pris  lors- 
que K  est  pair,  et  le  signe  inférieur  lorsque  K  est  impair. 


XIII. 


Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'éclaircir  encore,  par  une  application 
d'ailleurs  intéressante  en  elle-même,  le  sens  des  généralisations  indiquées 
dans  le  §  précédent. 


Supposons  que,  d'une  manière  quelconque,  l'on  ait  démontré  le pm- 
cipe  de  la  moindre  action  {'),  d'après  lequel  la  trajectoire  suivie  naturelle- 
ment par  un  mobile  sous  l'influence  d'un  système  donné  de  forces  jouit.de  la 
propriété  caractérislique  de  rendre  minimum  l'intégrale  /  r- dt  ou  /vds, 
entre  deux  quelconques  de  ces  points. 

Les  équations  de  cette  trajectoire,  fournies  immédiatement  par  les  prin- 
cipes élémentaires  de  la  mécanique,  sont,  comme  on  l'a  vu  au  §  VIII, 

,dx 

dv      dx    dr  ds 

—  0  dx      ds    ds  ds 

=elr. 


\/  IdFY   ,  /(/F\'  ,  (dFV  dF 


Cela  posé,  la  courbe  qui  rendrait  minimum  l'inlégrale  ./o  (r)  ds,  les  forces 
données  étant 

dv      ,.         dr       „         dv 
dx  dy  dz 

serait  aussi  une  trajectoire  de  moindre  action  si,  au  lieu  des  forces  pré- 
cédentes, on  appliquait  au  mobile  les  forces 

'      '  '  '     dx         '      '  ^  '     dy         '      ■  ^  '     dz 

car  alors  la  vitesse ,  pour  une  position  donnée  du  mobile  ,  serait  r,  =  s  (r)  ; 
les  équations  différentielles  de  la  courbe  cliercliée  seront  donc 


(')  Ce  principe  a  été  démontré  pour  la  proniière  fois  par  Euler;  Lagrange  l'a  ensuite 
dérivé  des  lois  primordiales  du  mouvement.  (Voir  VExposé  du  nyslème  du  monde  de  La- 
plare,  rhap.  Il,  et  la  Uetanique  rélnti'  du  même  auteur,  liv.  1,  l'Iiap.  II.) 


'<"'^(iHiHi 
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.  dx 

<J'^[v)      dx  drf{o)     ^         Ts 

Qi  dx        ds     ds         '  ^  '    ds 

=  etc., 


dj- 


équations  qu'on  peul  iiieUie  sous  la  foiine 

,,  ,  /dv      dx  dc\  .  '*  ds 

'  ^    \dx      ds    dx)      '  ^  '     ds 


,  dx 
d 


-Q, 


'"'^(^)'+(i)+i)'"" 


dx 


el  l'on  voil  qu'on  lelonibe  sur  les  équations  (A)  du  §  \ . 

Ce  mode  de  calcul  nous  conduit  k  une  nouvelle  inleiprélaliun  du  symbole 
/  déjà  étudié  au  §  X.  En  effet  — Q,  n'est  anlie  chose  que  la  pression  qui 
serait  supportée  par  la  surface  si  le  mobile,  au  lieu  d'être  assujetti  à  suivre 
une  certaine  courbe  de  la  classe  (A)  sous  l'action  des  forces  X,  V,  Z,  suivait 
librement  sa  trajectoire  naturelle  sous  l'action  des  forces  X,,  V,,  Z,.  Mais  il 
est  bien  clair  que  les  forces  X, ,  Y,,  Z,  peuvent  se  déduire  des  forces  X,  Y,  Z 
en  ajoutant  à  chaque  instant  k  ces  dernières  une  certaine  composante  qui 
représenterait  alors  la  résislance  propre  de  la  courbe.  Un  peut  donc  dire 
que  —0,  est  précisément  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur  la  surface, 
calculée  en  tenant  compte,  non-seulement  des  forces  motrices,  mais  de  ce 
que  nous  venons  de  nommer  la  résistance  propre  de  la  courbe  qu'on 
l'oblige  à  suivre.  De  cette  manière  la  formule 

m  z= -« 


prend  une  signilicalion  générale  Irés-claire,  d'où  dérive,  comme  cas  parti- 
culier, l'énoncé  donné  au  §  X  pour  les  trajectoires  naturelles;  ces  dernières 


I-Si 

courbes  élaiil  siinpleuient  celles  poiii'  lesquelles  la  pression  exercée  parle 
mobile  sur  sa  Irajecloiie,  ou  ,  lécipioquement,  la  réslslauce  de  celle-ci  se 
tiouve  être  nulle.  "         - 

D'api'ès  ces  réflexions,  léqualidii  pailiiulicie  aux  trajectoires  naturelles 


N  +  OcosO=-^, 


qu'il  est  aisé  ,  comme  on  l'a  vu  au  §  X  ,  de  démontrer  sans  aucun  calcul 
peut  conduire  à  la  valeur  générale  de  /.  trouvée  dans  ce  même  §. 
En  effet,  cette  formule  peut  se  généraliser  sous  la  forme 


>,-rO,cosû=^: 


mais  la  résultante  >,  correspond  aux  forces 

de  la  môme  manière  que  la  résultante  >'  correspond  aux  forces 

de         ..         di-        .,         dv . 
d.r  dy  dz 

d'après  cela,  il  est  clair  que  l'on  aura 

Au  moyeu  de  cette  valeur,  nous  obtenons 
' '  cos  ^ 


et  l'on  voit  (|iie  la  lormiilo  [I]  donne  ainsi ,  presque  sans  calcul ,  la  valeur 
cliercliée 


^  ?'(«)  _  liii 


-^^^m-^iïï^m'' 


XIV. 


On  a  vu,  dans  le  §  XI,  que  pour  une  classe  donnée,  c'esl-à-dire  pour  une 
('onction  /•  donnée,  deux  espèces  ne  peuvent  coïncider  en  une  seule  courbe 
sans  que  celte  courbe  ne  représente  en  même  temps  la  classe  tout  entière, 
y  compris  les  lignes  de  plus  grande  pente.  On  peut  se  demander  si  cette 
courbe  unique,  qui  représente  alors  toutes  les  espèces  d'une  classe  v,  ne 
pourrait  pas  représenter  encore  toutes  les  espèces  d'une  autre  classe  v',  en 
établissant  entre  les  deux  fonctions  v  et  v'  certaines  relations  convenables. 

Pour  résoudre  cette  question,  il  suffit,  puisque  la  géodésique  appartient 
déjà  à  toutes  les  classes,  de  chercher  sous  quelles  conditions  une  courbe  peut 
à  la  fois  être  ligne  de  plus  grande  pente  pour  les  deux  systèmes  différents 
de  forces  qui  correspondent  aux  vitesses  v  et  v'.  Or,  pour  qu'un  élément 
quelconque  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  ne  change  pas,  quand  la  force 
change  ,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  force  reste  constamment  dans 
un  même  plan  normal  à  la  surface  donnée;  soit,  d'après  cela, 

Xx-\-By-\-Cz  =  o 

l'équation  d'un  certain  plan  passant  par  le  point  que  l'on  considère,  choisi 
l)0ur  origine  des  coordonnées,  on  exprimera  que  ce  plan  conlientà  la  fois 
la  normale  à  la  surface  et  les  deux  forces  des  systèmes  v  et  r',  en  écrivant 
les  trois  équations  de  condition 

i9 


I  '.r. 

dx  dy  dz 

,   dv  ,   ,.  de  ,   ,.  dr 

(/;■  (h/  dz 

i    dr'  ,    „  (/(•'  ,    „  dr' 

dx  dy  d  z 

De  ces  équations  on  déduit  aisément ,  par  l'élimination  des  coenieienls 
A,  B,  (],  une  condition  unique  qu'on  peut  écrire  ainsi 

dF  dr        dr  d¥  ^  ^  _  ^  ^    d^  dF  dF  dr 

dy  Jz  ~  dy  Tz  _   dy  dz         dy   dz  __   dy    dz        dy  dz 

dF  dv        dv  dF  ^   dx  d£  _  dt^  dv  ~  dv^  dF_  __  dF^  dv_ 

Jx  Iz  ~~  Ib- Ifz  Uxllz         dx   dz         dx   dz        dx  dz 


ou  bien 

(/F /(k  d£_<j£_  d£\      dF/dr  dr  _  dr_  di^^\,dF/d£  ^^  _  (/£  dt^\       ^ 
^'^dx\dyd:       dy  d^r  dy\dz  dx       dzdxrdz\dxdy       dxdyj^ 

On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  à  l'aide  des  équations  des  lignes  de 
plus  grande  pente,  savoir,  pour  le  système  r  (§  VI), 

dv  r       dx  ,       de  ,       dy  ,       dr  ,       dz  , 

-r-  ds T-dr      -^ds ~  dr      -j-  ds j-dr 

dx  ds      dy dx      dz  ds 

dF  ^  dF  ~  dF 

dx  dy  dz 

l.e  problème  analytique  à  résoudre  consiste  évidemment  à  éliminer  ^,  '-J^, 
et  |j^  entre  ces  équations  et  celles  relatives  au  système  v'.  Celte  élimination, 
qui  au  premier  abord  paraît  presque  impraticable,  à  cause  de  la  nécessité  de 
faire  disparaître  aussi  les  dilïérenlielles  totales  dv  et  dv',  qui  dépendent  des 
quantités  à  éliminer,  peut  s'efl'ectuer  très-aisément  par  un  procédé  qui  re- 
vient, en  définitive,  à  l'algorithme  employé  tout  à  l'heure.  En  effet,  multi- 


plions  lesiieclivement  par  trois  constantes  A,  B,  C  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  chacun  des  membres  de  l'équation  ci-dessus;  la  fraction  dont 
le  numérateur  sera  la  somme  des  produits  des  trois  numérateurs  par  A,  B,  C 
et  dont  le  dénominateur  sera  la  somme  des  produits  des  trois  dénomina- 
teurs par  les  mêmes  facteurs  A,  B,  C  sera  évidemment  égale  à  l'un  quel- 
conque des  membres  de  l'équation.  Cela  posé,  choisissons  A,  B,  C,  de  telle 
sorte  que  l'on  ait 

lix         dy         dz 
et 

A^  +  B^  +  c4^.:-o: 
ffs  ds  ds 

il  est  clair  que  l'on  devra  alors  avoir  aussi 

dv  dr  do 

dr  dy  dz 

Un  procédé  identique,  appliqué  aux  équations  des  lignes  de  plus  grande 
[)ente  du  système  r',  donnerait,  avec  la  première  et  la  seconde  des  équations 
ci-dessus,  celle-ci 

,  dv'         de'         de' 

A  -j \-ii-, [-L-T-  =10. 

dx         dy         dz 

Des  quatre  équations  qui  précèdent,  la  première,  la  troisième  et  la  quatrième 
ne  renferment  plus^'V^'^,  ni  les  différentielles  totales  t/r  etdr'.  Il  ne  reste 

'        ils  as  fl.s 

donc  qu'à  faire  disparaître  les  quantités  auxiliaires  A,  B,  C,  ce  qui  ramène  au 
calcul  effectué  tout  à  l'heure.  Quant  à  l'équation  A—  -\-B'-f{-\-C-j^:=o, 
on  peut  remarquer  qu'elle  exprime  simplement  que  chaque  élément  de  la 
ligne  de  plus  grande  pente  est  situé  dans  le  plan  normal  qui  contient  la 
force ,  ainsi  que  cela  doit  être ,  d'après  la  définition  même  des  lignes  de 
plus  grande  pente  (§  VI). 


I  '.H 

Cuiisidéioiis  iiiaiiileiiaul  le  cas  où  les  deux  luioes  des  syslùnies  /"  et  v' 
seiaioni  conslainmenl  parallèles  l'une  à  l'autre  ;  on  a  alors 

de  dr  dr 

dx     dy     (/r 

dv'  dr'  dv' 

dx  dy  dz 

et  l'équalion  de  condition  [2]  sera  salislaile,  (juels  que  soient^.-  'j-'  -jz'  niiisi 
qu"on  devait  s'y  attendre.  Un  voit  d'ailleurs  immédiatement  qifen  introdui- 
sant ces  conditions  dans  les  équations  des  lignes  de  plus  grande  pente  des 
systèmes  v  et  v',  ces  équations  coïncident,  c'est-k-dire  ne  déterminent  plus, 
pour  les  deux  systèmes,  i[u'une  seule  et  même  courbe. 

Un  cas  très-simple  mérite  d'être  remarqué.  C'est  celui  m  la  valeur  des 
quotients  qui  forment  l'équation  ci-dessus,  et  conséquemment  celle  du 
quotient  '-^.,  serait  supposée  constante,  ou,  plus  généralement,  fonction  de 
'  (lu  de  f'.  Alors  on  aura  une  équation  différentielle  de  la  forme 

dr' 

qui  donnera  ,  par  l'intégration 

r  =  I  f{r)dr=f,[v). 

Dans  ce  cas,  toute  courbe  de  la  classe  i:  appartiendra  évidemment  aussi  à 
la  classe  v,  et  il  est  naturel  (|ue,  puisqu'une  même  courbe  représente  toutes 
les  espèces  de  la  classe  v,  celle  courbe  représente  également  toutes  les  es- 
pèces de  la  classe  r'. 


XV. 


Dans  loul  ce  qui  |>récè(Je,  nous  n'avons  l'ail  aucune  iiypollièse  particulière 
sur  la  nature  de  la  force  qui  sollicite  le  mobile,  excepté  loulefois  le  cas  où 
nous  avons  supposé  celte  force  nulle,  pour  arriver  aux  géodésiques.  En  par- 
ticularisant de  telle  ou  telle  manière  la  nature  de  la  force,  on  se  trouverait 
conduit  il  un  ordre  de  recherches  spéciales  que  nous  n'avons  pas  l'intention 
d'aborder  ici  :  toutefois,  nous  nous  arrêterons  un  moment  à  un  cas  assez 
remarquable  ,  en  ce  qu'il  comprend  les  attractions  newtoniennes  et  la  pe- 
santeur ,  celui  où  la  force  est  constamment  dirigée  vers  un  centre  tixe  et 
variable  avec  la  distance  /•  du  point  mobile  à  ce  centre. 

Soit  R  cette  force,  on  aura,  en  prenant  le  centre  d'attraction  pour  origine 
des  coordonnées, 

X=K-,       V  =  R^,       Z  =  R-, 

/•  r  r 

en  sorte  que  la  vitesse  s'exprimera,  à  une  constaute  prés,  par  l'intégrale 
v^  =  2   Tr  £  d.r  +  R  ^  dif  -f-  R  ^  d:  =  i  fndr  ; 

nous  pourrons  donc  poser 

Cela  étant,  les  é(|uations  d'une  courbe  propre  it  rendre  minimum  l'inté- 
grale fo  ((■)  ds,  le  mobile  étant  supposé  absolument  libre,  seront,  en  repré- 
sentant par  V  une  certaine  fonction  de  r  et  posant  9  [v]  ==  V, 


d^V 
ds 

=  V'f^ 

dr 
dx 

ds, 

ds 

=  V  <1> 

dr 
dy 

ds, 

d^V 
ds 

=  V'<I> 

dr 
d: 

ds. 
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En  divisant  les  deux  [)iemières  équations  membre  a  membre,  nous  au- 


rons 


as     ax 

,  dy  ,,      dr' 

«  TT"  ^         -J- 

a  s         dtf 


Mais,  h  cause  de  /■-  =  ./•- +  ?/^  + ;%  on  a 

(//■  _  ./■       d_r  _  Il       di__  :■ 
dx       /■'     d/i       r'     il:       r 

en  sorte  que  l'équation  précédente  devient 

,  dx  .. 
d-j-\ 
ds     r 

d  s 


d'où 


,  dy  ..  ,  dx  .. 


équation  qui,  par  l'inlégration ,  donne 


x-^-^ — ■'/-j-  \  =  constante  =  r. 
dx         ^  (/,v 


ou 

,  ,         cds 

xdy  —  ijdx=:z-—- 

■  on  aurait  de  même  ^ 


ydz  —  :d!j  =  ^  \  [A] 


et 

,  ,         bds 

zdx  —  xdz  =:— ;t- 


si  l'on  multiplie  maintenant  ces  (rois  équations  respecUvemenl  par  z,  r,  y. 
et  qu'on  ajoute  les  produits,  il  viendra 


on  simplement 


0=  Y^(iJ--{-by  -\-cz] 


u.r-\-hy  -\-cz  =  (> , 


éqiialion  d'un  plan  qui  passe  par  l'origine  des  coordonnées.  Ainsi  la  courbe 
est  tout  entière  dans  un  même  plan.  Ce  plan  sera ,  si  le  point  de  départ  et 
le  point  d'arrivée  sont  donnés,  celui  qui  passe  par  ces  deux  points  el  le  cen- 
tre d'attraction  ;  si  l'on  donne  le  point  de  départ  el  la  direction  de  la  vitesse 
initiale,  ce  qui  déterminera  le  premier  élément  de  la  courbe,  le  plan  de  la 
courbe  sera  celui  qui  contiendra  ce  premier  élément  avec  le  centre  d'attrac- 
tion {'). 

En  prenant  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  xz ,  et  en  désignant  par  0 
l'orientation  du  rayon  vecteur  par  rapport  à  une  direction  lise  choisie  arbi- 
trairement, la  troisième  des  équations  [A]  deviendra 

ou  bien 

r'clB 


=  b 


dt  ç  {V) 

Dans  le  cas  des  brachistochrônes ,  on  a  0(1')=-;    I  équation   ci-dessus 
donne  alors 

r'dO       ,    , 


(')  Il  convient  de  remarquer  ici  deux  cas  particuliers:  celui  où  la  droite  qui  joint  les 
points  de  départ  et  d'arrivée  passe  par  le  centre  d'attraction,  et  celui  où  ce  centre  d'attrac- 
tion se  trouve  dans  la  direction  même  de  la  vitesse  initiale.  Ilans  le  premier  cas,  les 
coefficients  a,  b,  c  prendront  la  forme — ,  et  la  courtie  sera  indélerminée;  dans  le  second, 
ces  coefficients  sont  nuls  et  il  n'y  a  pas  alors  d'autre  courbe  que  la  droite  obtenue  en 
prolongeant  la  direction  initiale  ;  une  telle  droite  comprend  d'ailleurs  toutes  les  espèces 
particulières  qu'on  peut  imaginer  (§  XI). 


I  :i2 

pl  elle  montre  que  faire  décrite  par  le  rayon  ceclevr  dam  un  tempx 
infiniment  petit  ext  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
Dans  le  ros  des  Irajectoires  naturelles,  0(0)  =  r;  alors  on  a  simplement 

rhb      , 


df 


ce  qui  est  la  deuxième  loi  de  Kepler,  dont  l'énoncé  est  indépendant , 
comme  on  sait,  de  la  fonction  de  la  dislance  par  laquelle  s'exprime  la  foicc 
d'alti  action. 
Enlin ,  dans  le  cas  des  géodésiques,  on  a  '^  (v)  ==  1 ,  et  par  suite 

r-d'j      , 

-dr=''' 

l'aire  décrite  par  le  rayon  recteur  est  dans  ce  cas  simplement  proj^oc- 
tionnelle  à  lu  ritesse  ;  on  voit  tout  de  suite  qu'il  doit  en  être  ainsi,  puisque 
alors  la  courbe  se  réduit  à  une  ligne  droite  (').  La  deuxième  loi  de  Kepler 
s'applique  encore  ici,  car  la  vitesse  du  mobile  est  invariable. 

(les  résultats  subsistent  quelle  que  soit  la  position  du  centre  d'attraction  ; 
si  l'on  suppose  que  ce  centre  vienne  à  s'évanouir  à  l'infini,  sur  une  droite 
donnée ,  alors  on  arrive  au  cas  d'une  force  constante  ,  toujours  parallèle  à 
elle-même ,  comme  est  ordinairement  considérée  la  pesanteur  à  la  surface 
de  la  terre  ,  et  les  mêmes  théorèmes  s'appliquent  avec  certaines  modifica- 
tions aisées  à  découvrir. 


{'•  L'expression  —^  dr  l'aire  déerile  par  le  rayon  vecieur  pendant  un  instant  dt  pour- 
rait aussi  s'écrire  sous  la  forme  -^,  ).  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  d'at- 
iraction  sur  la  tangente  à  la  courbe  en  un  point  donné.  De  là  résulteraient,  pour  les  théo- 
rèmes que  nous  donnons  ici,  des  énoncés  un  peu  différents;  on  retrouverait,  de  celte 
manière,  pour  le  cas  des  brachistorhrijnes,  un  énonce  qui  est  dû  à  Euler  (Mecli.,  loni.  II.) 


w 


Nous  étndiemns,  en  teiiriinant,  la  liajedoire  que  suivrai!  im  niobilt^  ;.tliiv 
par  un  rentre  tixe  en  raison  inverse  dn  carré  de  sa  dislance  ii  ce  cenire,  la 
puissance  allraclive  :^  du  cenire  fixe,  nu  sa  masse,  étant  supposée  varier 
avec  le  temps,  ainsi  que  l'indique  la  formule 

—  y.l 

■j.  =  •/„  c  , 

011  f  désigne  la  base  des  logarithmes  liyperboliques,  v-,  la  valeur  de  y.  à 
lorigine  du  temps,  d'ailleurs  arbitraire,  j:  la  diminuli(.n,  supposée  constante, 
de  l'unité  de  masse  dans  l'unité  de  temps. 

Lorsque  a  =  o,  la  masse  i>.  est  invariable  ;  la  trajectoire  est  alors,  comme 
on  sait,  une  section  conique,  ellipse,  hyperbole  ou  parabole. 

Quelles  que  soient  les  variations  de  la  masse  u.,  les  équations  du  mou- 
vement se  déduisent  sans  difficulté  des  formules  générales  du  §  précédent. 
Nous  écrirons  ces  équations  ainsi  qu'il  suil  : 


dt       ^' 


"Al 


dH( 


o=-r:T  +  « —ti- 


en désignant  par  -  la  distance  du  mobile  au  centre  fixe ,  par  r  la  longitude 

Il  1  ■  u 

ou  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  une  direction  donnée  et  par  ti  une 
constante  arbitraire  qui  dépend  de  la  vitesse  et  de  la  dislance  initiales.  L'in- 
tégration effectuée  dans  l'hypothèse  de  y  constant,  donne  ('),  en  écartant 


•i>)  l-aT3laT?e,-.Wré.  «'/.,  T.  I,  t.i\    H.  €ha|i.  III. 
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les  liiliiti'S  li_v|ierbuliqu('!-  mi  punibdiiqtics. 


[B] 


;f  =  -A    1-|-ecos(o  — w)    , 


ii;  I    '.V  i     '8; 

[C]      /i(  +  :=ti  +  Esin(c— 75)4-3Esin2^c— 5i)4-ôEsin3(r  — !?)-) 

La  première  fie  oes  équations  est  celle  d'une  ellipse  dont  le  demi  grand 

h* 
yxe,  que  nous  désifruerons  par  a,  es!      . ^.  ;  e  est  le  rapport  de  l'ex- 

cenlricilé  au  grand  axe,  t  la  longitude  du  périhélie;  l'origine  'le  soleil; 

est  ;i  l'un  des  fovers  ;  £  est  une  arbitraire  qui  dépend  de  l'époque  choisie 

pour  l'orijiinf'  du  lenqx  :  K,  E....  sont  des  tondions  de  e  déflnies  par  la 

formule 


'^~     (1  +  l/|  — ^'-^ 

le  signe  -j-  ou  le  signe  —  ayant  lieu  selon  que  t  est  pair  ou  impair.  Ënlin. 
la  constante  n  est  le  moyen  mouvement  et  a  pour  valeur 


~'\/         "'/i         ' 
"  =  «     ^  i-  =)^^^—^ 


3 


Supposons  maintenant  que  x  soit  ditïérent  de  zéro.  L'équation  ^B]  con- 
viendra encore  à  la  trajectoire,  pourvu  qu'on  y  considère  y  ,  f  et  w  comme 
variables.  La  loi  suivant  laquelle  y.  varie  est  donnée,  et  l'on  a 

,  ,  nx    de 

11  reste  k  déterminer  e  et  ?r.  Or,  la  trajectoire  à  éléments  variables  «,  e  et 
w  et  l'ellipse  pour  laquelle  y-,  e  et  w  sont  des  constantes  peuvent  être  ame- 
nées à  avoir  un  point  commun  et  une  tangente  commune.  Les  rayons  de 
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courbure ,  qui  dépendent  de  -j—;,  seront  seul;;  différents,  et  la  différence 
,d'M  d'-u  ^^ 

°dr*  ^^^  ^'^^^  valeurs  de ^^  propres,  l'une  à  la  trajectoire,  l'autre  à  l'el- 
lipse tangentielle,  sera  donnée  par  l'équatioJi 

^d*u dy. 

Cela  posé,  la  direction  de  la  tangente  est  déterminée,  pour  lellipse.  par 
l'équation 

[Dj  j|r^  =  — -pcsinir— 77), 

qu'on  obtient  en  différentiant  l'équation  [B]  dans  la  supposition  de  fi,  ^  et 
w  constants.  I.a  même  équation,  différentiée  dans  la  supposition  de  u,  e  et 

BT  variables,  donnerait  la  valeur  de-r-  relative  à  la  trajectoire.  Or,  ces  va- 

du  ^'' 

leurs  de-j-;  doivent  être  identiques  de  part  et  d'autre  :  on  a  donc 

0  «x  [1  -f-  0  cos  (r  —  Tr)j  da  -f-  y.  cos  [v  —  >Ti)dc-\-  ye  sin  (i'  —  w;  dis. 

Si  l'on  différentiait  maintenant  l'équation  [D;  en  y  considérant  y,  e  et  ^s 

d'u 
comme  des  constantes ,  on  obtiendrait  la  valeur  de  t— 7  relative  à  l'ellipse  ; 

d'u  "^'" 

la  valeur  de  -j-^  qui  convient  à  la  trajectoire  doit  comprendre  les  mêmes 

termes  et,  en  outre,  ceux  qui  proviendraient  de  la  différentiation  par  rap- 
port à  a,  1?  et  CT  considérés  comme  des  fonctions  de  c.  De  là  résulte  une 
nouvelle  expression  de  ^ -r-i  ou  de  -^,  savoir: 

dp-  dtX  ■  .  UL         .  :    J  ,  '-^  .     J 

-JT^  —  -T7?Sin(l"  — m\ TT^in  (^'  —  ro)ae-|--rv  CCOS  X — cr)  ars. 

Les  deux  équations  précédentes  permettent  de  déterminer  de  et  ffo  au 
moven  de  rfu;  nous  les  écrirons  comme  il  suit  : 


coî- [f — w)dc  +  esin(i' — ■^)dw  =  —    1  +  ^cos((; — v)  — ^, 
sin  (r — r;;)de — econt:  —  w)  t/w  =z —    1-(-esin(r — ^)   -7-- 

De  ces  éqiialioiis  on  tire,  en  éliininanl  alternativement  de  e[  d'^  el  en 

,        ,  d'j  y-    de 

remplaçant  ~  par  — 7-    —; . 

j         ^  r  •    ,         ^  /         ri'i'^  "■     "  ■  ■'  " 

rrf5::=-T-    siinr  —  wi  —  cos(t'  —  w)    — 5-. 

dez^j\  cosk; — wi-fsint/;  —  ^)-\- e   — :• 

Si  0^  est  très-petit,  et  a'esl  ce  que  nous  supposerons,  on  pourra,  en  in- 
tégrant les  lieux  équations  précéiientes ,  obtenir,  sous  la  forme  de  séries 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  «,  les  variations  At 
el  Al?  qui  correspondent  à  un  intervalle  de  temps  fini ,  embrassant  un  cer- 
tain nombre  de  révolutions  complètes.  Nous  rechercherons  seulement  le 
premier  terme  de  chaque  série.  Dans  ce  calcul,  nous  devrons  évidemment 
considérer  les  quantités  e  et  w  comme  des  constantes,  toutes  les  fois 
(ju'elles  sont  multipliées  par  y.. 

On  a  tout  d'abord  à  considérer  l'intégrale  /  sin  (r  —  '^i  — ï-  En  subsli- 
liiani  il— r  sa  valeur  en  fonction  de  c ,  on  aura 

di:  _h^  /•    sin(i; — ct)  rfr     __h^     l_ 


.\ux  deux  limites  de  l'intégration  ,  cette  expression  prend  une  valeur  iden- 
tique ;  l'intégrale  est  donc  nulle.  '  :. 

On  a,  en  second  lieu,  à  calculer  /  cos^r — w)  —;.  Or,  en  développant  — ^ 
suivant  les  juiissances  croissantes  de  r .  on  obtient 


j  COS(«— W,^^, 


J»7 

dv 


z—^j  cos(u— w)    1  —  2ecos(r— w)4-3^'cos'(ti— w) — ie'cos*{v—ir) \d{v — wî, 

L'intégraliftii  fait  loul  d'abord  disparaître  tous  les  termes  qui  renferment 
des  puissances  impaires  de  cos  (o — w),  attendu  que,  dans  le  cours  d'une  ré- 
volution, les  valeurs  successives  de  cos  {v — sr)  se  détruisent  muluellemenl. 
On  a  donc  simplement,  en  désignant  par  /  un  nombre  entier  quelconque  , 


/   COS(« — ct) 


dil 
u'- 


=r j  I  2cos((3— 77)+4ecos(v— w)+6ecos(y  — w)+-4-2ie  cos(i;-î!r)+-  \d{v—iz]. 

Mais  d'autre  part  on  a,  quelles  que  soient  les  limites  de  l'intégration  . 

I  COS  V  dv^=  j  cos      »;  de—  j  cos      r  sin  v  dv 

/  '     '^'~''  J     ,   <^os    V  sin  V  I       /  •     -'  , 

^jcos     vdv-\-       ^._^        --^-_jcOS^., 

et  par  suite,  lorsque  y  s'accroît  d'un  nombre  entier  de  circonférences. 

/  cos  (;ri(5= — r^—  /  cos     i-  dv=z     ^.       —. — - -  -v. 

J  il    .1  2?        2i— 2       4     2 

En  conséquence,  l'intégrale  /  cos  ('-•  — ??)— j  se  composera  d'une  série 

de  termes  tels  que  celui-ci  : r    ^-r-^ ^^-T,^  (2t-f  21  e  (v—rs). 

V.-      2.4.0. .  .(2i-f-  2)  ^  ' 

s 

Or,  si  l'on  développe  (1  — e')"',  on  a 


3 

_!  9 


3     0 

2  '  2 

'      j        «9            1^ 

3     o 

2'2- 

2t4-1 

2       '' 
1^    I 

*   1  .  2.. 

. . . .  /     '  + 
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Le  ternie  général  de  ce  développement  équiv.iui.  à    -^        i  ^~r^'  ^  . 

2.4....     2) 
on  a  donc,  en  définitive, 

et .  par  snite ,  •  • 

h-'  .1 

En  introduisant  le  moyen  mouvement  n,  dont  les  tarialions,  lorsqu'elles 
«ont  multipliées  par  x,  peuvent  être  négligées,  on  aura 


D'après  l'équation  [{]],  lorsque  le  temps,  est  compté  a  partir  du  passage 
de  la  planète  au  périhélie,  on  a  £  =  5t  ;  par  suite,  le  temps  t  écoulé  après 
un  certain  nombre  de  révolutions  complètes  est  lié  à  Tangle  décrit  (i'—  v) 
par  la  formule 

on  a  donc  simplement 

Avs=:zxt. 

Pour  obtenir  maintenant  la  valeur  de  A'',  il  nous  reste  à  calculer  l'inté- 
grale «  I  —i-  Or,  celte  intégralf  se  compose  d'une  série  de  termes  tels  que 

,  .    ."  A'e»'+M.3.5...(2i— 1)    .,.,,,,  ,  , 

celm-ci  :  —r-       ^  , ^ — ^r^-'-  (2i  -f-  1 1  (y  —  w  ;  ou  a  donc 

rdv      h'e  ,,       iri/ 
et  par  suite 


Le  rapport  de  l'exceiilricilé  aii  grand  axe  est  doiu:  coiislaul ,  aux  quaiililcs 
lia  second  ordre  près 

Ku  définitive  ,  l'équation  de  la  trajei^toire,  en  ne  tenant  compte  que  des 
quantités  de  l'ordre  de  œ,  sera 


—  xt 


ti=^^, 1-f  ^cosir  —  cr  — «/)    . 


On  a  d'ailleurs 


—  2«/ 


Les  deux  équations  précédentes  résument  les  lois  principale.^  du  mou- 
vement des  planètes,  dans  l'hypothèse  d'une  diminution  uniforme  et  inli- 
uiment  lente  des  masses  du  système.  Ces  lois,  qui  ne  sont  point  contredites 
par  l'observation  et  qui  permettent  au  contraire  d'expliquer  certaines  ano- 
malies récemment  signalées,  peuvent  être  énoncées  ainsi  qu'il  suit  : 

I.  Les  trajectoires  planétaires  se  composent  d'une  succession  d'ellip- 
ses dont  le  grand  axe  s'accroît  acec  le  temps,  suivant  une  progression 
géométrique  exactement  inverse  à  lu  progression  d'après  hiqvelle  les 
masses  dimimient. 

II.  Les  périhélies  possèdent  un  mouvement  uniforme  et  direct,  iden- 
tique pour  toutes  les  planètes. 

La  vitesse  de  ce  déplacement  angulaire ,  si  elle  était  connue  pour  une 
seule  planète  ,  déterminerait  le  coefficient  x,  c'est-à-dire  la  diminution  de 
l'unité  de  masse  dans  l'unité  de  temps.  Or,  d'après  M.  Le  Verrier,  le  péri- 
hélie de  Mercure  est  affecté  d'un  déplacement  angulaire,  inexpliqué  jusqu'ici, 
Je  .38  "  pour  un  siècle;  de  là,  par  un  calcul  très-aisé,  on  déduit  la  valeur 
suivante  de  la  diminution  séculaire  de  l'unité  de  masse 

«  =  0,000.09«. 


m.  Le  iiiuyfii  intjùrciiient  dérruil  suicaiil  une  pionifnnsinn  i/roiiir- 
trùjue  deui  foin  pins  rapide:  que  celh-  qui  sf  rapporte  aux  masses. 

IV.  Le  rapport  de  l'excentricité  an  f/rand  are  est  setmblemeiit 
constant,  de  sorte  que  chaque  orbite,  variable  dans  son  orieiiLltioii  H 
dans  ses  dimensions,  demeure  toujours  semblable  à  elle-même. 

V.  En  faisant  abstraction  des  excentricités  et  des  inclinaisons  sur 
l'écliplique  ,  les  trajectoires  planétaires  ,  considérées  dans  leur  conti- 
nuité, se  réduisent  toutes  à  une  seule  et  même  courbe,  une  spirale  lo- 
garithmiqne  qui  s'écarte  indéfiniment  du  soleil.  -■ 

L'extrême  petitesse  du  coefficient  a  rend  complètement  insensibles .  au 
moins  pour  le  petit  nombre  de  siècles  que  les  observations  astronomiques 
embrassent  avec  certitude,  les  variations  des  éléments  linéaires  du  système 
planétaire.  (Juant  au.\  moyens  mouvements,  une  valeur  même  beaucoup 
[ilus  faible  de  x  sutlirait  h  mettre  rapidement  en  évidence  leurs  inégalités  , 
si  la  diminution  des  masses  n'influait  pas  exactement  de  la  même  manière  , 
ainsi  que  nous  l'avons  démontré  ailleurs  {'],  sur  les  durées  des  révolutions 
et  sur  celles  des  rotations. 

Il  faut  ajouter  que  la  diminution  séculaire  des  masses  ne  paraît  pas  ab- 
solument identique  pour  tous  les  corps  du  système  planétaire.  Par  là  s'ex- 
pliquerait (^)  l'inégalité  séculaire  indéfiniment  croissante  dont  le  moyen 
mouvement  de  la  lune  est  affecté. 


(')  Recliercties  sur  le  système  du  Monde  (186-2),  ii  V. 
(•)  Id.,  S  Vil. 
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